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Prefácio 


Este livro, dirigido a estudantes de graduação e pós-graduação em Física, tem 
um duplo propósito: servir de introdução ao modo matemático de pensar e de 
iniciação à física matemática. Com isto em mente, as duas primeiras partes 
consistem numa introdução à lógica seguida de uma apresentação matema- 
ticamente rigorosa dos principais resultados do cálculo de funções de uma 
variável. À terceira parte é uma exposição das bases da análise funcional, com 
ênfase na teoria de operadores em espaços de Hilbert e aplicações à mecânica 
quântica. 

As duas primeiras partes foram motivadas por uma assustadora constata- 
ção de longos anos de magistério superior: como regra, a bagagem matemática 
adquirida pelos estudantes nos cursos de graduação em Física no Brasil é pau- 
pérrima. Expostos quase exclusivamente aos algoritmos do cálculo diferencial 
e integral, que são adestrados a executar mecanicamente sem compreender o 
seu real significado e com absoluto descaso por suas condições de validade, 
aos estudantes é sonegado o contato com Matemática de verdade. Não lhes 
é dada a oportunidade de apreciar o valor do raciocínio cuidadoso, da defini- 
ção precisa, do argumento estrito. Mesmo alguns dos melhores estudantes se 
formam sem saber realizar uma demonstração e, pior, muitas vezes sem saber 
sequer em que consiste uma demonstração. São incapazes de distinguir um 
argumento meramente plausível de uma prova rigorosa. Quando instados a 
provar algo, é muito comum cometerem o mais primário de todos os erros 
lógicos: pressupor aquilo que deve ser provado (petitio principii). A falta de 
experiência com o raciocínio lógico e com a necessidade de justificar escrupu- 
losamente as asserções faz com que tenham dificuldade para desenvolver uma 
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argumentação consistente e convincente, deficiência esta que compromete o 
futuro de todos aqueles que almejam perseguir a carreira de pesquisador. 

Assim, as duas primeiras partes do livro visam preencher uma séria lacuna 
na formação matemática que costuma ser oferecida pelos cursos de graduação 
em Física. Os dois primeiros capítulos são uma espécie de curso relâmpago 
de alfabetização matemática. Uma vez aprendidas as estruturas básicas da 
linguagem matemática, a partir das quais constroem-se sentenças gramatical- 
mente corretas e significativas, mostra-se, nos cinco capítulos seguintes, como 
pode ser dada uma fundamentação rigorosa ao cálculo diferencial e integral 
de uma variável. Os sete primeiros capítulos, que compõem as duas primeira 
partes, poderiam constituir um curso de introdução à análise matemática para 
estudantes de Física. 

À terceira parte pretende ser uma introdução à física matemática por meio 
de um dos seus ramos mais importantes, a saber: aplicações de análise fun- 
cional à mecânica quântica. Cumpre esclarecer que física matemática é aqui 
entendida em sua acepção moderna: investigação de processos físicos por mé- 
todos matemáticos rigorosos. Não há exagero em classificar a notável relação 
entre Física e Matemática como simbiótica, uma vez que o florescimento de 
cada uma das disciplinas é promovido pela fertilização mútua. A mecânica 
quântica estimulou o desenvolvimento da teoria de operadores em espaços 
de Hilbert. Esta teoria, por sua vez, fornece os fundamentos matemáticos da 
física quântica e, entre muitas outras coisas, ajuda a desfazer aparentes para- 
doxos da mecânica quântica que resultam da manipulação indiscriminada de 
operadores, conforme ilustrado no Capítulo 14. À física matemática contribui 
para o avanço tanto da Física quanto da Matemática, é bela, desafiadora e 
intelectualmente compensadora. 

O leitor que já tiver o preparo adequado em análise matemática pode 
começar o seu estudo do Capítulo 8. Como na Parte III o uso da integral 
de Lebesgue é inevitável, o Apêndice À é dedicado a uma exposição, pratica- 
mente sem demonstrações, das ideias essenciais e dos principais resultados — 
tendo em vista as aplicações físicas — da teoria da integração de Lebesgue. 

Sem abrir mão do rigor, o livro é elementar. Os problemas de modo geral 
são fáceis ou de grau moderado de dificuldade, com raros problemas realmente 
difíceis. Mas praticamente todos eles requerem justificativas cuidadosas e pre- 


cisas, não cabendo manipulações puramente formais. Eis uma obviedade que, 
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no entanto, deve ser sempre repetida: não se aprende Matemática ou Física 
contemplativamente, só se aprende pondo a mão na massa, praticando. Daí 
ser essencial tentar resolver o máximo de problemas, que indicam como usar 
definições e teoremas, ajudam a reconhecer a necessidade de hipóteses, intro- 
duzem noções e resultados não incluídos no corpo do texto e, Zast but not least, 
dão a oportunidade de sentir o gosto da descoberta e o prazer de vencer um de- 
safio. Os exercícios salpicados ao longo do texto são muito simples ou bastante 
diretos e buscam facilitar a assimilação das ideias e conceitos introduzidos, é 
todo leitor empenhado num estudo sistemático deve procurar resolvê-los ao 
primeiro encontro. Os pré-requisitos são modestos: cálculo de uma e várias va- 
riáveis, álgebra linear e um primeiro curso de mecânica quântica. O único pré- 
-requisito adicional é o desejo de empreender um estudo sério de Matemática, 
o que incluí uma predisposição para exercitar intensamente os neurônios. 

Os lemas, teoremas, corolários e definições são numerados consecutiva- 
mente em cada capítulo. Assim, por exemplo, o Teorema 10.20 sucede a 
Definição 10.19. Exemplos e exercícios são numerados independentemente 
em cada seção, de modo que o Exemplo 9.2.4 é o quarto exemplo da Seção 
9,2 do Capítulo 9. 

O presente texto é introdutório — não poderia deixar de sê-lo em vista 
da limitada competência do autor — e não tem a pretensão, nem de longe, 
de substituir os livros que discutem com muito mais profundidade e abran- 
gência os diversos assuntos tratados. Por sua própria natureza invitatória, o 
livro não é autossuficiente: demonstrações muito difíceis ou muito longas são 
omitidas, mas sempre indica-se onde elas podem ser encontradas. Ao fim 
de cada capítulo são sugeridos textos para estudos adicionais — alguns deles 
verdadeiros clássicos cuja leitura é entusiasticamente recomendada — com o 
intuito de incentivar o leitor a buscar as fontes em que este livro se baseou e, 
assim, estender e aprofundar os seus conhecimentos. No fim do livro há uma 
Bibliografia mais extensa. 

Versões preliminares deste livro foram utilizadas em cursos ministrados na 
Universidade Federal Fluminense a turmas mistas de estudantes de graduação 
e pós-graduação em Física. Por sua contribuição para o expurgo de erros, 
deficiências ou obscuridades do texto, agradecimentos especiais são devidos 
a Daniel Jost Brod. Os erros remanescentes são de inteira responsabilidade 
do autor. 
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Correções, críticas e sugestões são muito bem-vindas e podem ser enviadas 
ao seguinte endereço eletrônico: nivaldoOif uffbr. 
Se este texto consegue atingir, ao menos parcialmente, algum de seus 


talvez demasiadamente ambiciosos objetivos, cabe ao leitor decidir. 


Niterói, julho de 2012 
NivaLDo À. Lemos 
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Parte I 


Rudimentos de Lógica e 
Teoria dos Conjuntos 


Lógica Matemática 


Tijolo com tijolo num desenho lógico. 
Cwico BuarquE, Construção 


Como observou com propriedade o eminente lógico polonês Alfred "Tarski, + 
os conceitos da lógica permeiam toda a Matemática e as leis lógicas são cons- 
tantemente aplicadas — consciente ou inconscientemente — nos raciocínios 
matemáticos (Tarski 1995). Essa constatação estende-se aos raciocínios de- 
senvolvidos em todas as disciplinas científicas e, a rigor, em qualquer atividade 
humana. 


1.1 Sentenças Lógicas ou Proposições 


Considere as seguintes sentenças: 


“Paris é a capital da França.” 
“A equação xº — x— 2 = 0 só tem soluções positivas.” 
quaç ções po: 
“Todo centauro gosta de feijoada.” 
& '] 


“Se 2+2=5 então a Lua é feita de queijo.” 


As duas primeiras afirmações são perfeitamente claras e, além disso, a primeira 
é verdadeira e a segunda é falsa (x = —1 é uma solução negativa). Quanto às 
duas últimas, decididamente são asserções que soam estranhas e parecem des- 
tituídas de sentido. Mas de agora em diante tentemos nos despir de quaisquer 


. Aristóteles, Gottlob Frege, Kurt Gôdel e Alfred Tarski são considerados os maiores lógicos de 
todos os tempos. 
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preconceitos e procuremos examinar estas e outras sentenças à luz exclusiva- 
mente da lógica. 

A Matemática ocupa-se apenas com sentenças lógicas ou proposições, 
isto é, sentenças declarativas que são verdadeiras ou falsas como uma questão 
de fato, não de opinião. São exemplos de proposições: 


“Guimarães Rosa é um escritor brasileiro.” 

“Beethoven compôs nove sinfonias.” 

“24154 

“Há uma infinidade de pares de números primos da forma (p, p+2)” 


As duas primeiras são verdadeiras, a terceira é falsa e à última, referente a 
pares de números primos tais como 11 e 13, não se sabe hoje se é verdadeira 
ou falsa. A vasta maioria dos matemáticos — com a notável porém largamente 
minoritária exceção dos adeptos da escola intuicionista — admite irrestrita- 
mente o princípio do terceiro excluído (tertium non datur), segundo o qual 
se uma proposição não é verdadeira então é falsa, e vice-versa. Portanto, admi- 
tiremos que a sentença acima a respeito dos “primos gêmeos” é verdadeira ou 
falsa, embora talvez estejamos longe de descobrir qual das duas possibilidades 
prevalece. 
Não são exemplos de proposições: 


“Beethoven é o maior compositor de todos os tempos.” 
“Vai, Carlos! ser gauche na vida.” 

“Você foi bem na prova?” 

“x -x>3” 


A primeira delas, apesar de altamente respeitável, é uma opinião da qual 
alguns discordarão: há quem prefira Bach ou Mozart. As duas seguintes são 
uma frase imperativa e outra interrogativa, que não podem ser classificadas 
como verdadeiras ou falsas. A última só torna-se verdadeira ou falsa quando 
algum valor é atribuído ao número real x — trata-se de um predicado, de 
uma função sentencial ou função proposicional contendo a variável livre x. 


1.2 Conectivos Lógicos 


Proposições podem ser combinadas para formar novas proposições por meio 
dos seguintes conectivos lógicos: 
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n=*e”; v= ou; 


— =“se, então” ou “implica”; 
e » 
+ = “se e somente se”. 


Os símbolos > e « também são usados para indicar “implica” e “se e somente 
se”, respectivamente, assim como — é usado para “não”, embora esta última 
notação esteja em desuso. 

A conjunção de duas proposições P e Q é a proposição PA Q, que lê-se 
“Pe Q” e é verdadeira se P e Q são ambas verdadeiras, sendo falsa nos demais 
casos. Na linguagem corrente, o “e” não apenas estabelece uma ligação entre 
duas proposições, mas também pode indicar um vínculo causal entre elas. Por 
exemplo, “Sofreu um infarto e foi operado” não significa a mesma coisa que 
“Foi operado e sofreu um infarto”. Na lógica matemática, o “e” não sugere nem 
requer nenhum nexo entre as proposições que conecta. À definição precisa de 
PA Q é dada pela seguinte tabela-verdade (ou tabela de verdade) : 


Como todas as demais de sua espécie, esta tabela-verdade mostra se a pro- 
posição composta é verdadeira ou falsa para cada valor-verdade (ou valor de 
verdade) das proposições componentes. O valor-verdade de uma proposição 
é V se ela é verdadeira ou F se ela é falsa. 

A disjunção de Pe Q é a proposição Pv Q, que lê-se “PouQ e é 
verdadeira quando P é verdadeira, Q é verdadeira ou P e Q são ambas verda- 
deiras, e é falsa somente quando P e Q são ambas falsas, conforme a seguinte 
tabela-verdade: 


PTQ|PvQ 
vivi v 
vLF v 
F[v| v 
FiF| P 
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Na linguagem cotidiana o “ou” quase sempre diz respeito a duas possibi- 
lidades mutuamente exclusivas. Por exemplo, na sentença “Faça o dever de 
casa ou você ficará de castigo” está excluída a possibilidade de a criança fazer 
o dever de casa e mesmo assim ficar de castigo. Contrariamente a esse uso 
coloquial, na matemática o “ou” é sempre inclusivo. 

A proposição —P lê-se “não P” ou “não se tem P” e é falsa sc P é verdadeira, 
e verdadeira se P é falsa: 


Pi |paR 
VI] F 


[r V 


Evidentemente, na expressão em português da proposição “P usam-se as 


regras gramaticais de boa construção da língua. Por exemplo, se P = “João 
gosta de abacaxi” então “P = “João não gosta de abacaxi”. 


1.3 Implicação 

A noção de implicação ou condicional é provavelmente a mais importante 
da lógica matemática. A ideia intuitiva da implicação P — Q é que sempre 
que P é verdadeira Q também é verdadeira. Numa implicação P — Q dizemos 
que P é o antecedente ou a premissa e Q é o consequente ou a conclusão. 
Além de “se P então Q” e “P implica Q” há várias outras formas de expressar 
a implicação P — Q: “Q se P”; “P somente se Q”; “Q desde que P”; “dado P 
então Q”;, “Q é necessário para P”; “P é suficiente para Q”. 

A sentença “Sempre que faz sol Luiza vai à praia” significa a mesma coisa 
que P— Q, onde P = “Faz sol” e Q = “Luiza vai à praia”; já a sentença “Se 
chove Luiza não vai à praia” é equivalente a R— “Q com R = “Chove”. Nas 
implicações que ocorrem na linguagem cotidiana costuma haver uma relação 
de causa e efeito entre o antecedente e o consequente. É por isto que frases 
como “Todo centauro gosta de feijoada” (equivalente a P—» Q com P = “x 
é um centauro” e Q = “x gosta de feijoada”) ou “Se 2+2 = 5 então a Lua é 
feita de queijo” causam estranheza. Os lógicos estendem o uso da implicação 
a todos os casos, mesmo quando não há conexão alguma entre o antecedente 
e o consequente, de tal modo que a veracidade ou falsidade de uma impli- 
cação dependa unicamente da veracidade ou falsidade de suas componentes, 
e não de alguma “relação” entre seus significados intrínsecos. Isto liberta o 
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valor-verdade de uma implicação de fatores psicológicos e é conhecido como 
implicação material. A sentença “Se chover Paulo ficará em casa hoje à noite” 
deve ser falsa apenas na hipótese de hoje à noite chover e Paulo sair de casa. 
Caso não chova hoje à noite, a sentença deve ser considerada verdadeira in- 
dependentemente de Paulo ter ou não permanecido em casa. À noção de im- 
plicação material é reforçada por sentenças lógicas tais como “Se x > 7 então 
2x > 10”, onde x denota um número real arbitrário. Como esta proposição 
é verdadeira, devemos considerar verdadeiras as proposições “Se 6 > 7 então 
12>10”e“Se2> 7 então 4 > 10”, obtidas escolhendo x = 6 e x=2. Em 
ambas o antecedente é falso e a proposição é verdadeira, independentemente 
do valor-verdade do consequente, que é verdadeiro no primeiro caso c falso 
no segundo. Em suma, a implicação P — Q é falsa unicamente quando P é 
verdadeira e Q é falsa, e é verdadeira em todos os demais casos. Isto é expresso 
pela seguinte tabela-verdade: 


piqQlP-Q 
vivi v 
vilr| 
elv| v 
FiF| v 


Esta tabela-verdade mostra que a implicação P — Q é verdadeira sempre 
que P é falsa, independentemente do valor-verdade de Q. Assim, as sen- 
tenças aparentemente sem sentido “Todo centauro gosta de feijoada” e “Se 
24+2=5 então a Lua é feita de queijo” não apenas têm significado, como 
são logicamente verdadeiras: em ambos os casos o antecedente é falso, pois 
não existem centauros? e 2+2 não é igual a 5. Isto pode ser interpretado 
da seguinte maneira: a partir de uma premissa falsa é possível demonstrar 
qualquer coisa, por mais absurda que seja. A este propósito, conta-se que, 
numa festa, o grande matemático inglês G. H. Hardy comentou que a partir 
de uma premissa falsa pode-se provar qualquer coisa. Incrédulo, um dos inter- 
locutores de Hardy lançou-lhe o seguinte desafio: “4 = 7. Prove que eu sou o 
Papa.” Hardy pensou um pouco e respondeu: “4 = 7, Subtraia 1 de ambos os 
membros desta equação. Isto dá 3 = 6. Dividindo esta equação por 3 obtemos 


2. Negar a sentença é afirmar que existe um centauro que não gosta de feijoada. 
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1=2 ou, eguivalentemente, 2=1. Você e o Papa são dois, mas como 2=1, 
você é o Papa.” 

Embora logicamente corretas, implicações em que o antecedente é comple- 
tamente desconexo do consequente não ocorrem na Matemática, Da mesma 
forma que na linguagem corrente, os teoremas afirmam algo a respeito dos 
conceitos ou objetos que estão presentes nas premissas. 

Dadas as proposições P e Q, a bi-implicação (também chamada de bi- 
condicional) P — Q lê-se “P se e somente se Q” e é verdadeira se P e Q são 
ambas falsas ou ambas verdadeiras, sendo falsa nos demais casos. Além de “se 
e somente se”, a bi-implicação P — Q também é traduzida por “P é necessário 
e suficiente para Q”. À definição precisa de P « Q é dada pela tabela-verdade 
abaixo: 


[PlolP-q 
Viv V 
vir| Pp 

v| F 

F[ v 


Vale ressaltar que nas definições de termos ou de classes de objetos matemáti- 


cos o “se” costuma ser usado como sinônimo de “se e somente se”. 

Intuitivamente, a bi-implicação P — Q equivale à validade conjunta de 
P—>Qe Q= P, mas a noção de equivalência de duas proposições requer uma 
definição precisa. 


1.4 Tautologia e Equivalência Lógica 


Uma tautologia ou verdade lógica é uma proposição que é verdadeira inde- 
pendentemente do valor-verdade de cada uma de suas proposições componen- 
tes. Consequentemente, a tabela-verdade de uma tautologia conterá apenas 
V na coluna de seus valores-verdade. Por exemplo, Pv =P é uma tautologia, 
como pode ser comprovado pela seguinte tabela-verdade, onde os valores-ver- 
dade de Pv =P estão na coluna sob o conectivo v: 


Pv ap 
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Uma tautologia é como a fórmula algébrica x -1=(x-1)(x+]), que é 
verdadeira para qualquer número real x. À propósito da tautologia P v =P, 
diz uma anedota que a esposa de um lógico acabara de dar à luz e um amigo 
perguntou a ele se era menina ou menino. “Sim”, respondeu imediatamente o 
lógico. 

Outra tautologia evidente, mas que é suficientemente importante para que 
mereça ser explicitada, envolve a dupla negação: “(1P) — P. Esta tautologia 
é a manifestação do princípio do terceiro excluído. Portanto, as proposições P 
e (=P) são logicamente equivalentes. 

Uma contradição ou falsidade lógica é uma proposição que é falsa inde- 
pendentemente do valor-verdade de cada uma de suas proposições componen- 
tes. Consequentemente, a tabela-verdade de uma contradição conterá apenas 
F na coluna de seus valores-verdade. Por exemplo, PAP é uma falsidade 
lógica, como se pode comprovar pela tabela-verdade abaixo: 


p [Pp | PAoP | 
vi Fr F 
F|V F 


Duas proposições P e Q são logicamente equivalentes se P — Q é 
uma tautologia, e escrevemos P « Q. Uma tautologia de fácil constatação 
é (PA Q) o (Pv Q), de modo que temos a equivalência lógica (PA 
0) + (Pv aQ). 


Podemos, agora, referendar nossa intuição e provar rigorosamente que 
PoQeS(P>QA(Q>P) 


por meio de uma tabela-verdade: 


plolP=o|P-o|e-P | P-qnQ-D | P-Q=(P-QrQ-P) 
vivi v vo | v v v 
vir| F F v F v 
rlv| E |'v F F a: 
elr| v v v vo vo 


A última coluna desta tabela foi obtida a partir da terceira e da sexta usando a 
definição de bi-implicação. 
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xercicio 1.4.1) E 
Pt P + Q) é uma taytologia. 


Se duas proposições são logicamente equivalentes, uma é verdadeira se e 
somente a outra é verdadeira e a prova da validade de uma delas pode ser rea- 
lizada provando a validade da outra. Esta observação simples é extremamente 
valiosa para a demonstração de teoremas. 


Dada uma implicação P — Q há outras três implicações relacionadas: 


Recíproca: Q>P 

Inversa: aP>aQ 

Contrapositiva: “Q-»+P 
Tanto a inversa quanto a recíproca são independentes da proposição original 
— certifique-se disto construindo as tabelas-verdade correspondentes. À con- 


trapositiva, no entanto, é logicamente equivalente à proposição original, como 
se depreende da tabela-verdade que se segue: 


p[o[P-o[Ho [=P] “055 
VIV V F F V 
VIF F v F F 
F|Vv Vv F v V 
F|F vV V V V 


Esta equivalência é de valor inestimável para a demonstração de teoremas. 


À conjunção e a disjunção são comutativas e associativas: 


PAQ=s QAP,PA(QAR) eS(PAQAR; 11 
PvQ=sQVP,Pv(QvR) es (PvQVR. E 


Estas equivalências são de fácil comprovação. 

Uma equivalência lógica importante envolve a implicação. Considere a 
seguinte afirmação: “Se faz calor eu ligo o ventilador.” Isto é da forma P— Q 
onde P = “faz calor” e Q = “eu ligo o ventilador”. Mas o mesmo pode ser 
dito de outra maneira: “o calor não me pegará com o ventilador desligado”. 
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Isto corresponde a (P A “Q), que equivale a =P v Q. Temos, portanto, as 
equivalências 
P>QesaPvQesa(PAIQ), 13 


que o leitor deve verificar por meio de uma tabela-verdade. 


1.5 Argumentos Válidos e Falácias 


Um argumento é uma sequência finita de proposições em que a última é 
chamada de conclusão e as demais são chamadas de premissas. As premissas 
de um argumento são consideradas justificativas para a conclusão. Eis um 


exempo clássico de argumento: 


Todos os homens são mortais. 
Sócrates é homem. 
Logo, Sócrates é mortal. 


Um argumento é válido se a conclusão decorre necessariamente das pre- 
missas, isto é, se for impossível que a conclusão seja falsa caso se admita que as 
premissas são verdadeiras. Aquilo que um lógico chama de argumento corres- 
ponde ao enunciado de um teorema; a justificação da validade do argumento 
é o que os matemáticos chamam de demonstração ou prova do teorema. 

Se não for válido, um argumento será dito inválido. Um argumento in- 
válido também costuma ser chamado de falácia. Considere o seguinte argu- 


mento: 


Sempre que janta num restaurante italiano, Mário bebe um bom vinho. 
Ontem à noite Mário bebeu um bom vinho. Logo, ontem à noite Mário 


jfantou num restaurante italiano. 


Este argumento exemplifica uma falácia muito comum, conhecida como falá- 
cia da recíproca: se P — Q não se pode concluir que Q — P. Ontem Mário 
pode ter bebido um bom vinho na sua própria casa. 

Outro tipo de falácia consiste em partir de uma premissa que pode ser 
falsa para provar uma afirmação, e está presente numa forma popular, porém 
incorreta, de verificar se uma equação é satisfeita. Exemplo: mostrar que x = 2 
é solução de x) —-3x—2=0, Verificação correta: 
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s=2>%-33-2=23 9x2-2-8-6-2-2-2-0. 
Verificação incorreta: se x =2 então 
*-3x-2=0522-3x2-2-058-6-2=052-2-050-0. 


Esta verificação é considerada concluída com sucesso por ter “provado” que 
0=0. Para início de conversa, não há dúvida de que 0 = 0. Convenhamos, 
provar que O = O não pode ser o objetivo de alguém que esteja em seu juízo 
perfeito. A “lógica” por trás deste raciocínio parece ser a seguinte: se chegamos 
à equação correta O = O é porque aquilo que queríamos mostrar é verdadeiro. 
- Isto é um erro crasso, como demonstra a tabela-verdade da implicação: se 
o antecedente é falso não se pode inferir que o consequente é verdadeiro. 
Na verificação incorreta descrita acima começa-se escrevendo x) -3x—- 2 =0 
para x =2, mas isto é exatamente o que se deseja verificar. O erro lógico de 
pressupor aquilo que se deseja provar é uma falácia tão grave que merece um 
nome em latim: petitio principii.* O mesmo gênero de raciocínio incorreto 
utilizado na verificação acima, calcado no erro lógico de admitir como verda- 
deiro exatamente aquilo que se quer provar, permite “demonstrar” o seguinte 
“teorema” extraordinário: 
“Teorema” 1 éo maior de todos os números naturais. 
“Demonstração”. Seja n o maior de todos os números naturais. Como 1 
é um número natural, 1 < n. Por outro lado, nÊ também é um número na- 
tural, de modo que n? < n. Dividindo esta última desigualdade pelo número 
positivo n conclui-se que n< 1. Den<len>1 conclui-se quen=lea 
“demonstração” está completa. 


Certos argumentos podem apresentar problemas de natureza totalmente 


distinta, como o exemplo a seguir: 


5. Petição de princípio. 
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Se Marcos come pizza, então ele bebe vinho. Se Marcos bebe vinho, 
então ele não come camarão. Se Marcos come pizza, então ele come ca- 


marão. Marcos come pizza. Portanto, Marcos come pizza de camarão. 


Este argumento é válido porém inútil, porque as premissas são contraditórias. 
Com efeito, sejam P = “Marcos come pizza”, V = “Marcos bebe vinho” e C= 
“Marcos come camarão”. Temos, então, P> V,V>1CeP->C.SePé 
verdadeira, deduz-se da primeira implicação que V é verdadeira e, em decor- 
rência da segunda implicação, que “C é verdadeira. Mas se P é verdadeira, 
infere-se da terceira implicação que C é verdadeira. Portanto, se P é verdadeira 
tesulta a proposição CAnC, que é falsa. Portanto, as premissas constituem um 
proposição falsa, e se o antecedente é falso segue-se que a implicação é ver- 
dadeira, independentemente do valor-verdade do consequente. Poderíamos 
substituir “Marcos come pizza de camarão” por “Marcos não come pizza de 
camarão”, “Paris é a capital da China”, “242 = 4”, “x = 0", ou qualquer outra 
coisa, que a conclusão permaneceria válida. A moral da história é que devemos 
evitar argumentos cujas premissas sejam contraditórias, pois de tais premissas 
é possível inferir logicamente qualquer conclusão. Premissas contraditórias 
são ditas inconsistentes, e premissas que não são contraditórias são ditas 
consistentes. Conclusões extraídas de premissas inconsistentes não servem 
para absolutamente nada. 

Um sistema axiomático é consistente se e somente se é impossível provar 
alguma proposição e sua negação a partir dos axiomas. Um problema impor- 
tante de lógica matemática é o de demonstrar a consistência de um certo con- 


junto de axiomas, já que sistemas axiomáticos inconsistentes são inaceitáveis. 


1.6 Quantificadores 


Dado um predicado P(x), obtemos proposições atribuindo valores à variável 
livre x. Por exemplo, se x denota um número reale P(x)=“x—-2 = 0”, resulta 
que P(1) é falsa e P(2) é verdadeira. Outra maneira de gerar proposições a 
partir de P(x) é aprefixando-lhe as frases “para todo x” ou “existe um x tal que”. 
No primeiro caso a proposição resultante é falsa e, no segundo, verdadeira. 
Usa-se Vx para abreviar o quantificador universal “para todo x”, “para 
qualquer x” ou “para cada x”. Assim, (V x) (x2+1 > 0) se traduz por “para todo 
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x X2+41>0”. Analogamente, 3x abrevia o quantificador existencial “existe 
um x tal que” ou “há pelo menos um x tal que”, de modo que (17)(22+1<0) 
lê-se “existe um z tal que 22 +1 < 0”. Sempre que quantificadores são usados 
está implícito um conjunto S, chamado de universo do discurso, ao qual 
pertencem todos os valores possíveis das variáveis sob consideração. Quando é 
necessário explicitar o conjunto S, escrevemos Vx€ Sou 3x € S. Por exemplo, 
a proposição (dy e S)(y2+1=0) é falsase Sé o conjunto dos números reais, € 
verdadeira se S é o conjunto dos números complexos. 

Considere a função proposicional P(x,y) = “x escreveu Y, onde x percorre 
o conjunto dos seres humanos vivos ou mortos e y percorre o conjunto dos 
livros. Se quantificamos x para formar (3x) P(x,y) ainda resulta uma fun- 
ção proposicional contendo a variável y. Se substituirmos y por “Memórias 
Póstumas de Brás Cubas”: encontraremos uma proposição verdadeira, que 
afirma que alguém escreveu “Memórias Póstumas de Brás Cubas” — no caso, 
Machado de Assis. Mas podemos também quantificar y e formar, por exem- 
Plo, (Yy)()P(x,y), isto é, “para cada y existe x tal que x escreveu y”. Esta 
proposição é verdadeira, pois cada livro possui um autor. Considere, agora, a 
sentença (1x)(Vy)P(x,y), em que a ordem dos quantificadores foi invertida, 
e que declara que “existe x tal que, para todo y, x escreveu 3”. Esta sentença 
é completamente diferente da anterior, pois afirma a existência de uma única 
pessoa que escreveu todos os livros. Trata-se, portanto, de uma proposição 
falsa. Este exemplo mostra que a ordem de quantificadores de tipos diferentes 
é crucial e não pode ser alterada, sob pena de modificar completamente o 
significado da proposição. Vejamos mais um exemplo, em que o universo do 
discurso é o conjunto dos números reais: a proposição (V x > 0)(3y)(x— y =0) 
afirma que dado um número real positivo x existe um número real y tal que 
y2 = x. Isto é verdade, pois basta escolher y = x. No entanto, a proposição 
Ay(vx>0(x—-y2=0) é falsa, pois afirma que um único número real y 
elevado ao quadrado é igual a qualquer número real x positivo arbitrariamente 
escolhido. 

A ordem de quantificadores do mesmo tipo é irrelevante: (Vx)(Vy)P(x,y) 
significa exatamente a mesma coisa que (Vy)(Vx)P(x,y); da mesma forma, 
)(9)P(x,y) é o mesmo que (3) (3x) P(x,y). Por isto, é costume abreviar 
WOW) por (Vx,y), (W(Vy(vZ) por (Vx,y,z) e assim por diante, com 
notação análoga para o quantificador existencial. 
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Os quantificadores são indispensáveis para livrar a Matemática das ambi- 


guidades que assolam a linguagem coloquial. Considere a seguinte proposição: 
Algum número natural é maior do que todo ntmero real. 


Esta asserção pode dar margem a duas interpretações: para uns, ela afirma 
que qualquer número real é menor do que um determinado número natural; 
para outros, declara que é possível encontrar um número natural maior do 
que qualquer número real escolhido. Na primeira interpretação a sentença 
é falsa e, na segunda, verdadeira. A ambiguidade é eliminada escrevendo 
(Ix e N)(Vy E R))(x > y), que corresponde à primeira interpretação e é falsa, 
ou (Vy e R)(Ix e Nx > y), que corresponde à segunda interpretação e é 


verdadeira. 


1.7 Negação de Sentenças Quantificadas 


A negação de sentenças desempenha um papel fundamental na demonstração 
de teoremas. Já vimos que —(P A Q) é logicamente equivalente a (1P) v (nQ). 
A mais importante de todas as negações talvez seja a da implicação: 


(P>Q) ==> PA(AQ). 


A. equivalência destas sentenças pode ser facilmente comprovada por uma 
tabela-verdade: 


plolP-Q | «P=Q [52 | PAGO 
vivi v | F F F 
vViF F v V V 
FIV V F F F 
FF V F V F 


Esta tabela-verdade mostra que —(P — Q) e PA (nQ) são ambas falsas ou 
ambas verdadeiras, ou seja, são equivalentes. 
A negação da bi-implicação é 


Aa(PoQ) eS(PAIQVAPAQ). 14 


Isto pode ser demonstrado de modo simples sem recorrer a uma tabela-ver- 
dade. Sabemos que P — Q = (P > QJA(Q — P), donde (P — Q) «+ 
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((P > QUA (Q — P). Levando em conta que (RAS) <> (1R) v (18), 
temos 


AP > Q) = ((P — Q) v ((Q — P) 
<= (PAIQv(QANP) 15 
SS (PAIQIVAPAQ), 
onde usamos a óbvia comutatividade da conjunção: PAQ => QAP. 
Vejamos o caso de sentenças quantificadas. Por exemplo, 


GP O)] > (Vai) (AP(). 16 


Em palavras: negar a existência de um x tal que P(x) é verdadeira é o mesmo 
que afirmar que P(x) é falsa para todo x. De modo análogo, 


UV P()] => (Ex) (P(9), 17 


ou seja, negar que P(x) é verdadeira para todo x é o mesmo que afirmar a 
existência de um x para o qual P(x) é falsa. 

Consideremos o caso mais complicado de negar a sentença (Vx)(3y)(V 2) 
Plx,y,z): 


AVISA P(,2)] => (39 [(0y)(V2P(2,9,2)] 
= (vp [VIP] 18 
<> (I)(V) AI) P(x,pa). 
Note que os quantificadores 3 e V foram intercambiados e a função proposici- 


onal foi negada. Esta é uma regra geral: para negar uma sentença quantificada, 
faça o intercâmbio dos símbolos 3 e Y e anteponha o símbolo — à função 


proposicional. 
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1.8 Métodos de Demonstração de Teoremas 


Tecnicamente, um teorema é uma sentença matemática para a qual existe 
uma prova, de modo que a sentença é verdadeira. Na prática dos matemáti- 
cos, a palavra “teorema” é reservada para sentenças não triviais e tidas como 
importantes. Um lema é um teorema considerado de menor importância cujo 
único propósito é ajudar a provar uma sentença mais importante, esta sim 
classificada como teorema. Frequentemente usa-se proposição para designar 
um teorema interessante mas que acredita-se não ser suficientemente signifi- 
cativo para merecer o nobre título de teorema. Uma consequência imediata ou 
quase imediata de um teorema é um corolário, * cuja demonstração, baseada 
no teorema que o antecede, é muito simples ou óbvia, e neste último caso é 
omitida. 

A demonstração de um teorema baseia-se numa certa coleção de regras 
de inferência. As principais regras de inferência são de fácil aceitação, pois 
refletem nossa intuição mais primitiva, e algumas delas foram batizadas com 
charmosos nomes em latim. 


Modus Ponens. Das premissas P — Q e P infere-se a conclusão Q. 
Modus Tollens. Das premissas P — Q e “Q infere-se aP. 

Modus Tollendo Ponens. Das premissas Pv Q e 2P infere-se Q. 
Modus Tollendo Ponens. Das premissas P v Q e “Q infere-se P. 


4. “Coroa de flores”, “prêmio” ou “presente”, na acepção original em latim. 
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Estas regras de inferência correspondem às seguintes tautologias: 


PA(P>Q-—Q; 1.10 
(P>QANQ)—aP; 111 
(PvP -—Q; 1.12 
(PyvQnNQ>P. 1.13 


Uma lista extensa, mas ainda assim incompleta, de regras de inferência pode 
ser encontrada em Bloch (2000). Dado o seu caráter intuitivo, as regras de 
inferência passarão a ser usadas livremente sem menção explícita. 
O enunciado de qualquer teorema é invariavelmente da forma P > Q ou 
P > Q, ou pode ser reduzido a uma destas formas. Para provar uma impli- 
cação basta considerar o taso em que o antecedente é verdadeiro e deduzir 
que o consequente é verdadeiro, já que se o antecedente é falso a implicação 
é automaticamente verdadeira. A prova da bi-implicação P — Q exige de- 
monstrações separadas das implicações P — Q e Q — P. Há três métodos de 
demonstração de teoremas: 
() prova direta; 
(11) prova por contraposição ou pela contrapositiva; 
(ui) prova por contradição ou por redução ao absurdo 
(reductio ad absurdum). 


Prova DIRETA 

Dado um teorema da forma P — Q, a prova direta é a mais simples de todas e 
consiste em começar com P e deduzir Q. Em outras palavras, para provar que 
P — Q, suponha que P é verdadeira e deduza, usando as regras de inferência, 
que Q é verdadeira. 

Qualquer teorema é precedido por definições dos termos empregados e 
de suas propriedades, usualmente por meio de axiomas. Frequentemente uma 
definição estabelece um significado preciso para um termo de nossa linguagem 
cotidiana. Quando um palavra com a qual já estamos familiarizados é encon- 
trada num texto científico, em vez de atribuir-lhe o significado que pensamos 
ser correto devemos recorrer à sua definição para entender o significado pre- 
ciso do termo. Em qualquer texto científico prevalece o princípio de Humpty 
Dumpty: 
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“When 1 use a word,” Humpty Dumpty said, in rather a scornful 
tone, “t means what I choose it to mean — neither more nor less.” 
Lewis CARROLL, 

Through the Looking Glass and What Alice Found There 


Os principais conjuntos numéricos que usaremos são o conjunto dos nú- 
meros naturais 
N=[1,2,3,..), 14 


o conjunto dos números naturais acrescido do zero 


No = Nu 0) =10,1,2,3,...), 115 
o conjunto dos números inteiros 
£=[...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...], 116 


o conjunto dos números racionais Q, o conjunto dos números reais R e o 
conjunto dos números complexos €, cujas propriedades básicas serão supostas 
conhecidas. Às vezes fingiremos desconhecer algumas dessas propriedades 
para ilustrar técnicas de demonstração de teoremas. 


Definição 1.1 Um número inteiro n é par se existe um número inteiro k tal que 
n=2k. Um mímero inteiro n é ímpar se existe um número inteiro k tal que 
n=2k+1. 


É intuitivamente óbvio, e pode ser provado rigorosamente, que qualquer 
número inteiro é par ou ímpar, * de modo que usaremos este resultado no que 
se segue. 


Teorema 1.2 Seja n um número inteiro. Se n é par então (n + n2e ímpar. 
Demonstração. Se n é par, existe ke Z tal que n = 2k. Portanto, (n+ 1)? = 
(2k+1)2 =4k2 +4k+1 =2(2k2+2k)+1. Como 2k?+2k é um número inteiro, 


segue-se que nº é ímpar, isto é, a conclusão é verdadeira. RH 


. À necessidade de provar algo tão evidente, que os antigos não reconheciam, reflete a sofisticação 
de um período bastante recente da história da Matemática, em que a importância e a delicadeza 


das hipóteses iniciais tornaram-se muito mais claras. Não raro afirmações “óbvias” são falsas, daí 
a necessidade de provar todas as afirmações, mesmo aquelas aparentemente óbvias. 
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Definição 1.3 Um número x é dito racional se existem ntmeros inteiros p e q, 
com q 0, tais que x = plq. Se um número real não é racional então ele é dito 
irracional. 


Teorema 1.4 Se xe y são racionais então x + y é racional. 

Demonstração. Como x e y são racionais, existem inteiros p,q,m e n, com 
q*%0en%0, tais que x= p/g e y=m/n. Consequentemente, 

pm pntqm 


+y= 
ma n gn 


onde (pn+qm)eZe qgneZ. Além disso, qn £0 porque q*0e nO. Logo, 
x+ y é racional e a demonstração está completa. 


Prova poR CONTRAPOSIÇÃO 

À prova direta nem sempre é viável. Por exemplo, suponha que se queira 
provar que se nº é ímpar então n é ímpar. A prova direta começa supondo 
que o antecedente da implicação é verdadeiro, isto é, que nº é ímpar. Então 
existe k E Z tal que nº =2k+1, donde n = +v2k+1. E daí? A partir desta 
expressão para n está longe de ser claro que se possa concluir que n é ímpar, e 
a tentativa de prova direta dá com os burros rágua. 

A prova por contraposição (ou pela contrapositiva) baseia-se na equiva- 
lência lógica entre P — Q e sua contrapositiva 1Q > nP. À prova por con- 
traposição consiste em começar com “Q e deduzir P, isto é, supor que o 
consequente é falso e deduzir a falsidade do antecedente. 


26 impar então n é impar. 


Teorema 1.5 Sen 
Demonstração. Negue o consequente, isto é, suponha que n não é ímpar. 
Portanto, n é par e existe k E Z tal que n = 2k. Segue-se que nº = (2k)º = 
4k2 =2(2k2) =2k' onde k' =2k2 € Z. Logo, nº é par, ou seja, nº não é ímpar. 


Isto nega o antecedente e conclui a demonstração. E 


Teorema 1.6 Sejam x e y números reais positivos. Se /Xy £ (x+ y)!2 então 
Xx*y. 
Demonstração. Suponha que o consequente seja falso, de modo que x = y. 


Neste caso, 
Xx+x x+y 


2 2 


Vi=VZ=1= 


e o antecedente é falso, completando a demonstração. E 
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“Piove que se x? é irracional é: 


Prova por Reductio ad Absurdum 
A prova por contradição ou por redução ao absurdo é um método de de- 
monstrar um teorema da forma P — Q que toma por base a equivalência 
lógica “(P — Q) + P AQ. Suponha que possamos provar a falsidade de P A 
2Q. Então concluiremos que (P — Q) é falsa e, pelo princípio do terceiro 
excluído, que P — Q é verdadeira. À técnica de demonstração por redução ao 
absurdo consiste em supor que P A “Q é verdadeira e desta hipótese deduzir 
uma contradição (ou falsidade lógica). Disto se conclui que PA “Q é falsa, 
porque uma implicação só pode ser verdadeira com o consequente falso (no 
caso, a contradição) se o antecedente também for falso. 

Algumas das mais importantes e impressionantes demonstrações da histó- 
ria da Matemática valem-se da redução ao absurdo, cuja essência é capturada 
nesta magnífica imagem poética de um matemático de alta classe: 


Reducrio ad absurdum, which Euclid loved so much, is one of a 
mathematician's finest weapons. It is a far finer gambit than any 
chess gambit: a chess player may offer the sacrifice of a pawn or 
even a piece, but a mathematician offers zhe game. 

G. H. Harpy, 4 Mathematician's Apology 


Sherlock Holmes também entendia perfeitamente o espírito da coisa: 


How often have 1 said to you that when you have eliminated the 
impossible, whatever remains, however improbable, must be the 
truth? ArrHur Conan DovtE, The Sign of the Four 


Há indícios de que a matemática demonstrativa tenha nascido na Grécia 
antiga com Tales de Mileto e a escola pitagórica, há mais de 2500 anos (Boyer 
& Merzbach 1991; Eves 19904, 1990b; Struik 1967). Conta-se que Tales e 
Pitágoras teriam viajado ao Egito e à Babilônia para adquirir os conhecimen- 
tos daquelas civilizações. Uma das grandes realizações dos pitagóricos foi a 


prova de um resultado que para eles se revelou chocante: a diagonal de um 
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quadrado cujo lado mede uma unidade não pode ser expressa como a razão 
de dois números inteiros. A descoberta dos números irracionais desencadeou 
uma crise na confraria pitagórica, pois abalou a crença básica da escola de 
que tudo dependia de números inteiros. Além disso, invalidou a definição 
pitagórica de proporção, que supunha a comensurabilidade de duas grandezas 
quaisquer. Tamanho foi o impacto que a irmandade tentou evitar que a notícia 
da descoberta transpirasse. Diz a lenda que o pitagórico Hipaso foi banido (ou 
jogado ao mar, segundo outra versão) por ter revelado o segredo a estranhos, 
e que lhe foi erigido um túmulo como se estivesse morto. 

A prova abaixo da irracionalidade de v2é seguramente uma das mais belas 
de todas as demonstrações da Matemática. 


Teorema 1.7 O múmero v'2 é irracional. 

Comentário. Este teorema pode ser posto na forma padrão P — Q definindo 
P = “x é um número positivo tal que x? = 2” e Q= “x é irracional”. 
Demonstração. Suponha P A 2Q, isto é, x =2 e x é racional. Há, portanto, 
inteiros p e q, com q £0, tais que x = p/q. Podemos supor que p e q não 
possuem fator comum pois, do contrário, podemos dividir o numerador e 
o denominador pelo fator comum e reduzir a fração p/q à sua forma mais 
simples. Suponhamos que isto tenha sido feito, de modo que p e q não 
possuem nenhum fator comum. Já que x? =2, temos (p/g) =2 ou p? = 2q?. 
Portanto p? é par, de modo que p também é par. Logo, existe um inteiro m 
tal que p = 2m e, em consequência, am? = 29º ou, ainda, q? = 2m?. Isto 
mostra que q? é par e, portanto, q é par. Eis a contradição: p e q não têm 
fator comum e têm o fator comum 2, pois são ambos pares. Portanto, x não é 
racional. E 


Definição 1.8 Um múímero inteiro p> 1 é primo se le p são os únicos inteiros 
ç 
positivos pelos quais p é divisível. 


Um número inteiro n > 1 é dito composto se pode ser escrito na forma 
n=rs,onde r e s são números inteiros maiores do que 1 e menores do que n. 
Portanto, um número inteiro p > 1 que não é primo é composto, e vice-versa. 
Segundo o teorema fundamental da aritmética, qualquer número composto 
pode ser expresso de maneira única como um produto de fatores primos. 

Um dos mais célebres teoremas da história da Matemática afirma que 
há uma infinidade de números primos. Este fato foi provado há cerca de 
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2300 anos por Euclides (Proposição 20 do Livro IX dos Elementos). A de- 
monstração de Euclides, por redução ao absurdo, é considerada um modelo 
de elegância e concisão, e rivaliza em beleza com a prova da irracionalidade 


de v2. 


Teorema 1.9 (Euclides) Há uma infinidade de números primos. 

Comentário. O enunciado deste teorema pode ser reduzido à forma padrão 
P —> Q tomando P = “X é o conjunto dos números primos” e Q = “X possui 
um número infinito de elementos”. 

Demonstração. Suponha P A “Q, isto é, há apenas um número finito de 
números primos py, p2,..., Px, que supomos dispostos em ordem crescente. 
A ideia da demonstração consiste em, a partir de p1, p2,..., pn, fabricar um 
número que gera uma contradição tanto na hipótese de ser primo quanto na 
hipótese de ser composto. Para tanto, considere o número q = pipz...pn+I1, 
formado acrescentando-se a unidade ao produto de todos os números primos. 
O número q é maior do que qualquer um dos números primos e não é divisível 
por nenhum deles: por exemplo, q/p1 = p2p3...pn + 1/py não é inteiro 
porque p, > 2. Como q > pn, se q é primo existe um número primo maior 
do que py, o que é uma contradição já que, por hipótese, py é o maior de 
todos os números primos. Se q é composto, pelo teorema fundamental da 
aritmética possui um fator primo que, como vimos, não pode ser nenhum dos 
primos py, p2,..., px. Portanto, existe um número primo maior do que py e a 
contradição se repete. Em qualquer caso, a suposição inicial de que o conjunto 
dos números primos é finito engendra uma contradição. Portanto, o conjunto 
dos números primos éinfinito. E 


Comentário. Há matemáticos que recomendam, sempre que possível, evitar 
provas por contradição porque elas muitas vezes não esclarecem a conexão 
lógica entre o antecedente P e o consequente Q, ao passo que tanto a prova 
direta quanto a prova por contraposição constroem uma cadeia de raciocínio 
lógico ligando P a Q. 


Casos E Br-iMPLICAÇÕES 

Às vezes a premissa de uma implicação P — Q é da forma ou pode ser posta 
na forma P= Av B, e se desdobra em vários casos (podem ser mais do que 
dois casos se A ou B também forem sentenças compostas com o conectivo 
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V). Você é convidado a verificar que (A v B) — Q é logicamente equivalente 
a(A-> QUA (B — Q). Portanto, a demonstração de P — Q exige que se prove 
separadamente a proposição A —» Q e a proposição B — Q. 


Teorema 1.10 Seja n um número inteiro. Então nº + n é par. 

Comentário. Note que a premissa P = “n € Z” é equivalente a P= Av B onde 
A=*n é par” e B= “n é ímpar”. No futuro, não faremos essas identificações 
explicitamente e partiremos para a demonstração sem mais delongas. 
Demonstração. Caso 1: n é par. Então Jk e Z tal que n =2k. Portanto, 


n2+n=4k+2k 
=202k+4). 


Como (Pk +k)EZ, segue-se que nº+né par. 
Caso 2: n é ímpar. Por definição, Jk € Z tal que n = 2k+ 1, de modo que 


r+n=(k+IP+2k+1 
=4+4k+142k+1 
=48 +6k+2 
=2(2k2 +3k+1). 


Como (2k2 +3k+1)€Z, resulta que n2+népar E 

Quando o enunciado de um teorema tem a forma de uma bi-implicação 
P — Q, a demonstração exige que se prove separadamente a implicação P > Q 
e a recíproca Q — P. Com muita frequência, o método usado para provar a 
proposição P — Q é diferente do empregado para provar a recíproca Q — P. 
A bi-implicação “P se e somente se Q” costuma ser interpretada como “Q é 
necessária e suficiente para P”, de modo que a implicação P — Q representa a 
parte “somente se” ou a “necessidade” (=>), e a implicação Q — P representa a 
paxte “se” ou “suficiência” (<=). 


Teorema 1.11 Seja n um número inteiro. Então n é par se e somente se nº é par. 
Demonstração. Necessidade (=). Se n é par, existe um número inteiro k tal 
que n=2k. Portanto, nº =4k? = 2(2k?) donde se conclui que nº é par. 

Suficiência (<=). Queremos provar que se nº é par então n é par. Se n não é 
par Jke Z tal que n=2k+1 e segue-se que nº=2(2k +2k)+1, de modo 


que n? não é par. À suficiência está demostrada por contraposição. E 
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Teorema 1.12 Sejam a e b números racionais positivos. Então Va+ vb é racio- 
nal se e somente se Va e vb são ambos racionais. 

Demonstração. Suficiência (=). Se Va e vb são ambos racionais, então 
V4+ vb é racional pelo Teorema 1.4. 

Necessidade (>). Como 


(va-vblva+vb)=a-b, 


se Va+vb é racional então Va- vb também é racional porque é o quociente 
de dois números racionais: a—- be Va+ vb. Portanto, Va+vb=n e Vã- 
vVb= ro, onde 1 e r> são números racionais. Consequentemente, 


n+r2 n=-—t"2 
PER ipa NE 


de modo que va e vb são ambos racionais. 


Este teorema estabelece, por exemplo, que v2+3 é irracional. 


ExisrÊncia E ÚNICIDADE 

Muitos teoremas importantes afirmam a existência de somente um objeto 
matemático com certas propriedades. A existência e a unicidade costumam 
ser provadas separadamente. Uma vez demonstrada a existência por qualquer 
método, a unicidade é provada tipicamente supondo que existem dois objetos 
com as referidas propriedades e, em seguida, mostrando que na verdade são o 
mesmo objeto. 


Teorema 1.13 4 equação xX=8 possui uma única solução positiva. 
Demonstração. À existência é imediata: x = 2 é solução positiva. Sejam, 
agora, u e v duas soluções positivas da equação. Então, de uº =2 = q? 
deduz-se 

=) = (8 +uv+v)(u-v)=0. 


Como w +uv+v2>0 porque u e v são positivos, segue-se que u=v ca 
unicidade fica estabelecida. E 


Um exemplo não trivial é um simples e belo resultado devido a Fermat. 


Teorema 1.14 (Fermat) Tudo número primo impar pode ser expresso como a di- 
ferença de dois quadrados de uma, e uma só, maneira. 
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Demonstração. Se p é um primo ímpar, verifica-se imediatamente que 


“(p+Iy (p=? 
ES a 
Por outro lado, se p= xº— y segue-se que p= (x-y)(x+y). Como os únicos 
fatores de p são le p, infere-se que x-y=1 e x+y= p, donde x = (p+1)/2 
ey=(p-1/2. E 


CoNTRAEXEMPLOS 

Considere a afirmação de que todos os elementos de um determinado con- 
Junto gozam de uma certa propriedade P, isto é, (Vx)P(x). Para prová-la 
temos que demonstrar que todos os elementos do conjunto possuem a propri- 
edade P. No entanto, para refutá-la basta exibir um elemento do conjunto que 
não tenha a propriedade P, Um exemplo específico que demonstra a falsidade 
de uma proposição genérica é chamado de contraexemplo. 

Os primeiros números da forma 2? — 1, onde p é um número primo, 
também são primos: 22-1=3;2$-1=7;2º-1=31;2'-1= 127. Isto 
pode nos levar a pensar que todos os números da forma 2? — 1 são primos. 
Isto é falso, como mostra o seguinte contraexemplo: 24 — 1 = 2047 = 23x 
89. Em 1644, o monge Marin Mersenne afirmou que 2? — 1 é primo para 
p = 2,3,5,7,13,17,19,31,67,127 e 257. A afirmação de Mersenne também é 
falsa. Eis um contraexemplo, descoberto em 1903 pelo matemático americano 
Frank Nelson Cole: 


28º 1 = 147573952589676412927 
= 193707721 x 761838257287. 


Este resultado impressionante foi obtido por Cole depois de trabalhar nesta 
fatoração todas as tardes de domingo durante duas décadas! 


1.9 Indução Matemática 


A indução matemática é um método poderosíssimo de provar proposições a 
respeito de números naturais. Apesar do nome, a indução matemática não 
tem relação alguma com o método indutivo empregado nas ciências naturais, 
em que, a partir da observação de alguns exemplos particulares, leis gerais são 


propostas para descrever os fenômenos. 
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Suponha que se queira provar que uma certa proposição P(n) é verdadeira 
para qualquer número inteiro positivo n. A demonstração direta pode ser 
difícil, mas em muitos casos pode ser realizada explorando a propriedade 
fundamental dos números naturais: cada número natural n possui um sucessor 
n+1, e se começarmos de 1 e considerarmos o seu sucessor, o sucessor do seu 


sucessor, e assim por diante, alcançaremos qualquer número natural. 


Princípio da Indução Seja P(n) uma função proposicional. Suponha que: 
(1) P(1) é verdadeira; 
(2) P(K) > P(k+1) para todo k EN. 

Então P(n) é verdadeira para todo número natural n. 


Note que a segunda condição afirma apenas que se P(k) é verdadeira então 
P(k+ 1) também é verdadeira. Juntas, as duas condições permitem concluir 
que P(n) vale para todo n e N. De fato, se P(1) é verdadeira, a segunda 
condição assegura que P(2) é verdadeira; novamente pela segunda condição, 
P(3) é verdadeira, e assim sucessivamente. O princípio da indução é um dos 
axiomas de Peano, por meio dos quais se define rigorosamente o conjunto 
dos números naturais. 


Teorema 1.15 4 seguinte fórmula é válida para a soma dos n primeiros ntimeros 


naturais: 
co mun+)) 


2 


1+2+.+n 


Demonstração. À fórmula vale para n = 1: neste caso o primeiro e o segundo 
membros são ambos iguais a 1. Suponha a fórmula válida para n = k. Então 
temos 


k 
PEN a 


+(k+1) 
-qen(Ea) 
2 K+Dk+2) 


2 
K+DCK+DA+D 


z , 
que prova a validade da fórmula para k + 1. Portanto, a fórmula é verdadeira 
para todo número natural n. E 
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Teorema 1.16 Para qualquer número natural n, o mmero 8" -3" é divisível 
por5. 

Demonstração. À proposição é verdadeira para n= 1:8-3=5, que é divisível 
por 5. Hipótese da indução: 8º — 3* é divisível por 5, isto é, 8º -3* = 5m para 
algum número inteiro m. Então temos 


gt ogk+ = gx8t-3x38 = 6x(3!+5m)-3x3* = (8-3)x38+40m = 5(3* +87). 


Como 3* + 8m é um número inteiro, a proposição é verdadeira para k+ 1. 
Logo, é verdadeira para todo nen. E 


Teorema 1.17 (Desigualdade de Bernoulli) SeneNex=—1 então 


+9">1+nx. 


Demonstração. A desigualdade vale para n = 1 (torna-se uma igualdade). 
Suponha a desigualdade válida para n = k. Então, como 1+x>0, 


drgti=q+)dst=d+dd+rk)=1+k+Dxrkz1+(k+ Dx. 


Portanto, a desigualdade vale para k+1 e, pelo princípio da indução, vale para 
todonen. E 


Provas indutivas continuam sendo aplicáveis quando é necessário provar 
que uma proposição é verdadeira somente para os números naturais a partir 
de um certo número natural no. 


Princípio da Indução: Variante 1 Seja P(n) uma função proposicional e seja 
no um número natural. Suponha que: 

(1) P(no) é verdadeira; 

(2) P(k) > P(k+ 1) para todo número natural k > 19. 
Então P(n) é verdadeira para todo número natural n > no. 


Teorema 1.18 Para qualquer número natural n > 4 tem-se2” >3n. 
Demonstração. A proposição é verdadeira para n=4, pois2!=16>12=3x 
4. Hipótese da indução: 2E>3k. Então, com k>4, 


ab =ox2t>2x(3h)=3k+3k>3k+4+3=3(k+]), 


de modo que a proposição vale para k+1. A demonstração está completa. E 
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Em certos casos, a prova da validade de P(k + 1) pode exigir a hipótese de 
que P(n) seja válida para todo número natural n desde n=1 até n= k. 


Princípio da Indução: Variante 2 Seja P(n) uma função proposicional. 
Suponha que: 

(1) P(1) é verdadeira; 

CI PDAPOA-A Pk) > P(k+1) para todo ke N. 


Então P(n) é verdadeira para todo número natural n. 


Esta variante permite provar rigorosamente uma propriedade intuitiva dos 
números naturais. 


Teorema 1.19 (Princípio da Boa Ordenação) Thdo subconjunto não vazio de 
N possui um menor elemento. 

Demonstração. Seja 4 um subconjunto de N. Suponha que A não possui um 
menor elemento e seja P(n) a afirmação “o número natural n não está em 
A Então P(1) é verdadeira, pois do contrário 1 seria o menor elemento de 
A. Suponha que P(1) A P(2)A-::A P(K) seja verdadeira. Neste caso, k + 1 não 
pode estar em A senão seria o seu menor elemento, de modo que P(k+1) é 
verdadeira. Portanto, P(n) é verdadeira para todo n, isto é, nenhum número 
natural está em A. Segue-se que A é vazio e o teorema está demonstrado pela 
contrapositiva. E 


Há uma divertida “aplicação” do princípio da boa ordenação a uma prova 
de que todos os números naturais são interessantes, seja lá o que isto signif- 
que. Os números primos certamente são interessantes, pois são os blocos de 
construção de todos os números naturais. Suponha que nem todos os números 
naturais são interessantes e considere o conjunto D dos números naturais de- 
sinteressantes. Pelo princípio da boa ordenação, D possui um menor elemento 
no. Veja só que número interessante, este no: é o menor de todos números 
naturais desinteressantes! Esta contradição prova o “teorema”. 


Finalmente, uma terceira variante do princípio da indução combina as 
duas primeiras. 


Princípio da Indução: Variante 3 Seja P(n) uma função proposicional e seja 
no um número natural. Suponha que: 
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(1) P(m9) é verdadeira; 
(2) Plng) A Pl + DA: APOIO) > P(k+1) para todo número 
natural k > no. 


Então P(n) é verdadeira para todo número natural n > ng. 


Vale ressaltar que estas três variantes do princípio da indução não são novos 
axiomas, mas podem ser provadas como teoremas a partir do princípio da 
indução original. 


Exercício 1.9.1 


A partir do princípio da indução original, dei 


suas três-variantes, 


Teorema 1.20 Seja ne N sal quen>2. Então n é primo ou pode ser expresso 
como o produto de fatores primos. 

Demonstração. Recorreremos à terceira variante do princípio da indução com 
ng =2. A proposição é verdadeira para n = 2, pois 2 é um número primo. 
Suponhamos que todos os números naturais do conjunto (2,3,...,k) sejam 
primos ou o produto de fatores primos. Se k+1 é primo não há nada a 
demonstrar. Se k + 1 não é primo, então k+1 = ab, onde a e b são números 
naturais menores do que k + 1. Como a,be (2,3,...,k], segue-se da hipótese 
da indução que tanto a quanto b são primos ou podem ser expressos como o 
produto de fatores primos, de modo que k +1 é o produto de fatores primos. 
A demonstração está completa. E 


Este último teorema foi utilizado na demonstração do célebre Teorema 


1.9, segundo o qual há uma infinidade de números primos. 
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Problemas 


1.1. Seja PIQ a proposição “P e Q não são ambas verdadeiras”. (a) Construa 
a tabela-verdade de P|Q. (b) Obtenha uma fórmula equivalente a P|Q usando 
apenas os conectivos V, A e 2. 


1.2. Alguma das fórmulas abaixo é equivalente a P > (Q — RJ? 
(a) Q=(P> 3). 

(b) (P => QUA(Q = R). 

(J(PAQ-R. 

(d) P>(QA RB). 


1,3. Sejam P e Q proposições arbitrárias. Prove que (P — Q)v(Q — P) é uma 
tautologia. Se isto não lhe causa surpresa, experimente considerar P=“Fulano 
é honesto” e Q=“Fulano é assaltante de bancos”. 


1.4. Traduza para o português corrente as proposições abaixo. 

(a) (Vx E NDICP (O) A (x =2)) — 1(5)], onde P(9) significa “x é primo” e I(x) 
significa “x é ímpar”. 

(Db) (WO UNPO) AE) AMP) — 2 F(x)] onde P(x) significa “x é uma pessoa”, 
A(x,y) significa “x e y são amigos” e F(x) significa “x é feliz”. 


1.5. Usando IP para indicar o conjunto das pessoas, A(x,y) para denotar “x 
e y são amigos” e D(x,y) para expressar “x e y moram em países distintos”, 
represente em linguagem simbólica as seguintes afirmações: (a) todo mundo 
tem um amigo que mora em outro país; (b) alguma pessoa não tem amigos 


que moram no seu país. 


1.6. Se o universo do discurso é N, as afirmações abaixo são verdadeiras ou 
falsas? 

(a) Vxldylox—- y =0). 

(b) 3yvxQCx— y=0). 

(co) VxIyix—2y=0). 
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(D) Vxlx<I> Vyly<2x> py <15). 
(e) 3x3 y(x? + yº = 12). 
(D) VxaIy(y> xa Iz(y+2= 100). 


1.7. (a) Prove que (Ix)(P(x) v Q(x)) é equivalente a (3x) P(x) v (32)0(). 
(b) Prove que (3)(P(x) — Q(u) é equivalente a (VÍ) P (9) — (1)QUI. (e) 
Será que (Va)(P(x) A QU) é equivalente a (Vx)P(x) A (Vi)QUI? (d) Será 
que (320) (P(x) A Q(u)) e (32) P (0) A (Ix) Q(x) são equivalentes? (e) E quanto a 
(VP Q) v QUI) e (Va) PO) v (V)Q0I? 


1.8. Use as equivalências (1.3) para provar que P — (Q — R) é equivalente a 
aR>(P> AQ). 


1.9. Negue a seguinte afirmação: para todo número real e > O existe um 
número real x tal que lan — x| <€ para todo número natural n. 


1.10. (a) Se a é racional c b é irracional pode-se inferir que a+ b é irracional? 
E se a e b são ambos irracionais? (b) Se a é racional e b é irracional segue-se 
que ab é necessariamente irracional? (c) Existe um número a tal que a? é 
irracional mas a! é racional? (d) Existem dois números irracionais tais que 


sua soma € seu produto são ambos racionais? 


1.11. Há algo de errado com o teorema a seguir e sua demonstração? 


+1 Es 
1 =5então x=3. 


x+1 9+1 10 +41 
=>— => =5, Logo, se 
=) d=1 2 


5 
É 
Teorema. Sex£le 
x 


=5 


Demonstração. Se x = 3 temos 1 
x— 

então x=3. 

1.12. Sejam a,b,c e d números racionais. Prove que a + by2=c+ dy2 see 

somentesea=-ceb=d. 


1.13. Se 2*=3, prove que x é irracional. 


1.14. Prove a afirmação a seguir ou refute-a por meio de um contraexemplo: 
quaisquer que sejam os números inteiros x e y, existe um inteiro Z tal que 
22 +2x2-yº 0. 


CaríruLor — Lócica MATEMÁTICA 33 


1.15. Sejam a,be RR e n um inteiro positivo. (a) Prove a identidade algébrica 


n—1 
a"-b"=(a-b)) apr. 
k=0 


(b) Prove que se 2? — 1 é primo, então n é primo. 


1.16. Seja n um inteiro ímpar. Prove que existe um inteiro k tal que nº = 
8k+1. 


1.17. Se a e b são números inteiros e b é ímpar, prove que +1 não são soluções 
de ax! +bx2+a=0. 


1.18. Sejam a, b e c números reais com c £ 0. Prove que se cx +bxta=0 
não possui solução racional, então ax? +bx+c = 0 também não admite solução 
racional. 


1.19. Sejam m e n inteiros, com n ímpar. Prove que a equação x +2mx+ 
2n=0 não admite soluções racionais. 


1.20. Prove que se x=p + /G com p e q racionais, então, para todo número 
natural n, x" = a + bV/q com a e b racionais. 


1.21. Prove que 
d+v5r- = vo” 
21"/5 


é um número natural para todo número natural n. 


1.22. Prove que 
1x3x---x(2n-D12 1 


< 
2x4x---x(2n) 2n+3 


para todo número natural n. 


1.23. Prove que, para todo número natural n, 


n(4n2 —1 
Er3s. rn p= MED, 
1.24. Prove que, para todo ne N, 
1-cos2nx 
senx+ sen3x+...+ sen(2n— Dx= >, senx O. 


2senx 
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1.25. Seja Py a seguinte proposição: 
—G+9(n-) 
= 5 ; 


Prove que P, implica P,.1. Há algum número natural n para o qual P, é 
verdadeira? 


1+4+2+...+n 


1.26. Considerando pequenos valores de n ou usando qualquer outro tipo de 
argumento, proponha fórmulas para os produtos 


n 1 n l 
[Wht--) e Jf-=). 
Hlt-5) e M(-5) 
Prove suas conjecturas por indução. 

1.27. Prove que, para todo número natural n, 


n 1 1 
=s2--. 
po o 


1.28. Prove que 
pe=(> DE 


k=1 k=1 


1.29. Seja N >2 um número natural. Prove que 


1.30. Prove que o princípio da boa ordenação é equivalente ao princípio da 
indução. Sugestão: use redução ao absurdo. 


Conjuntos e Funções 


A essência da Matemática reside na sua liberdade. 


Grorg CANTOR 


Toda a matemática moderna é expressa na linguagem da teoria dos conjun- 
tos. Adotaremos uma abordagem informal e intuitiva, conhecida como teoria 
ingênua dos conjuntos (Halmos 1974). Em contraste, a teoria axiomática 
dos conjuntos explicita todas as noções primitivas, que não são definidas, e 
os axiomas a partir dos quais todos os teoremas são provados (Suppes 1972). 


2.1 Conjuntos 


Um conjunto é uma coleção de objetos que podem ou não ser de natureza 
matemática: a coleção de troféus conquistados por um atleta é um conjunto 
tanto quanto a coleção dos números naturais. Os objetos que compõem um 
conjunto são chamados de elementos ou membros do conjunto. Se x é um 
elemento do conjunto A dizemos que x pertence a À e escrevemos x € A. Se 
x não é um elemento de A escrevemos x € A. 


A igualdade de conjuntos é definida pelo chamado axioma da extensão. 


Definição 2.1 Dois conjuntos são iguais se e somente se possuem os mesmos ele- 


mentos. 


Conjuntos podem ser definidos listando todos os seus elementos. Por 
exemplo, ta,b,c,d) é um conjunto cujos elementos são os quatro objetos 4,b,€ 
e d. Conjuntos também podem ser definidos por meio de propriedades: 


X=txe A|P(x) 
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representa o conjunto de todos os elementos do conjunto A que gozam da 
propriedade P, Por exemplo, se Pl) =“x>0 então X=(xeR|x> 0) denota 
o conjunto dos números reais positivos. Devido à Definição 2.1, eventuais 
repetições devem ser ignoradas na caracterização de um conjunto pela lista de 
seus elementos. Por exemplo: (a,b,c,a; = (a,b,c); ta,a) = fal. 

Pode acontecer de nenhum elemento de A gozar da propriedade P, de 
modo que (x € A|P(x)) não possui nenhum elemento. A fim de cobrir esses 
casos, é conveniente introduzir o conjunto vazio, que se denota por &. O 
conjunto vazio é caracterizado pela seguinte propriedade: qualquer que seja x, 
tem-se que x € 2. Por exemplo, fxe Q|x2=2/= 9. 


Definição 2.2 Dizemos que A é um subconjunto de B, e escrevemos AC B ou 
BoA, se todo elemento de A é elemento de B. Se A não é um subconjunto de B 
escrevemos ARB. 


Se Ac B dizemos também que A está contido em B é que B contém A. 
Por exemplo, dados A = 11,2), B=(1,23) e C=(2,5,7) então AC B mas 
AFC. Os conjuntos numéricos N,Z, Q e R satisfazem as seguintes relações de 
inclusão: NC Z; ZcQ; QCR. Para abreviar, escrevemos Nc 7 & QCR. É 
importante distinguir x do conjunto (x) cujo único elemento é x. Note que 
dizer que x € A é o mesmo que dizer que fxJc A. 

Quando se escreve AC B não está excluída a possibilidade de ser A = B. Se 
Ac B mas A B dizemos que A é um subconjunto próprio de B. Diversos 
autores preferem usar AC B para indicar que A é subconjunto próprio de B, 
e AS B quando a hipótese A = B não está excluída (por analogia com os 
símbolos < e <). 


RR À 
um conjunto qualques, prove que g c X 


1 


Decorre imediatamente da Definição 2.1 que dois conjuntos A e B são 
iguais se e somente se ACBeEBCA. Portanto, para provar que A=B 
devemos demonstrar primeiro que AC B e, depois, que Bc 4. A forma 
padrão de provar que AC B consiste em tomar um elemento arbitrário x de 
A e usar as definições de A e B para concluir que xeB. 
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É possível que os elementos de um conjunto sejam eles próprios conjuntos. 
Neste caso, para evitar a repetição desagradável que está presente na expressão 
“conjunto de conjuntos”, costuma-se falar em coleções ou famílias de conjun- 
tos. Dado um conjunto X, denota-se por 2X) o conjunto composto por 
todos os subconjuntos de X, chamado de conjunto das partes (power set, em 
inglês) de X: 

PON=tAjACX). 21 


Em suma, A€ :Z(X) se e somente se Ac X. O conjunto 4(X) nunca é vazio 


porque, na pior das hipóteses, 2 € Z(X). 


Uniões E INTERSEÇÕES 
Definição 2.3 4 união ou reunião de dois conjuntos A e B é o conjunto AU B 
formado pelos elementos que pertencem a A, a B ou a ambos. Em símbolos: 


AUB=(x|xeAouxe B). 


Ainterseção de dois conjuntos A e B éo conjunto AN B formado pelos elementos que 
pertencem tanto a A quanto a B. Em símbolos: 


AnB=txlxeAexeB. 


Dois conjuntos A e B são ditos disjuntos se AN B = £, isto é, se Ae B 
não possuem nenhum elemento em comum. 

O teorema a seguir mostra que a união e a interseção de conjuntos têm pro- 
priedades parecidas com as da soma e produto de números reais, e o conjunto 
vazio tem propriedades análogas às do número zero. 


Teorema 2.4 Se A,B,C,XeY são conjuntos, temos: 
(i) AnBcAcANBCB.SeXCAcXcCBentãoXc ANB. 
(ii) ACAUBeEBCAUB.SeACYcBcYentão AUBCY. 


38 Convrrz À Física MATEMÁTICA 


(asi) AUB=BUAcANB=BN A (Comutatividade). 

(iv) AU(BUC)=(AUBJUCE AN(BNC) = (ANBINC (Asseciatividade). 
(v) AMBUC) =(ANBJU(ANC) e AU(BAC) = (AUB)A(AUC) 

(Distributividade). 

(vi) AUB=AcAND=O (Leis de Identidade). 

(vii) AJA=AcANAS A(Leisde Idempotência). 

(viii) AU(ANB)= Ac AN(AUB)=A (Leis de Absorção). 

fix) SeAcBentãoAUCCBUCeEANCCBAC. 
(x) AUB=ASBCACANB=ASACB. 


Demonstração. Estas propriedades são fáceis de provar, desde que se tome 
o devido cuidado no manejo dos conectivos “e” e “ou”. À guisa de exemplo, 
demonstraremos apenas a propriedade distributiva An(BU CG) =(AnBju(An 
C). Sexe An(BUC)então xe Ae xEBU C€, que se desdobra em dois casos: 
xe AexeBouxeACcxEC. No primeiro caso, x€ An B donde x € (An 
BJU(ANC). No segundo caso, x € AnC donde x e (ANBJU(ANC). Isto prova 
que AN(BUC) c (ANBJU(ANC). Para provar a inclusão oposta, suponha 
que xe (ANBJU(ANC). Então xe ANBou xe AnC. Na primeira hipótese, 
x€ Ae xe B, donde xe BUC e se deduz que xe AN(BUC). Na segunda 
hipótese, xe Ae x € C, donde x € BUC e se conclui que xe An(BUC). 
Portanto, (ANBJU(ANC) c An(BU C) e a demonstração está completa. E 


Definição 2.5 Se Ae B são conjuntos, a diferença entre A e Béo conjunto 


ANB=[x|xeAcxg B). 22 


Outras notações para ANB são A-Be A-B. 


Definição 2.6 4 diferença simétrica dos conjuntos A e Bo conjunto denotado 
por AMB e definido por 


AAB=(ANBJU(BA). 23 
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Quando B c A, a diferença AYB é chamada de complemento ou com- 
plementar de B em relação a A, e costuma ser denotada por LAB. 

Acontece com frequência de, numa certa discussão, todos os conjuntos de 
interesse serem subconjuntos de um certo conjunto U, e dizemos que estamos 
trabalhando no universo U. 

Definição 2.7 Se estamos trabalhando no universo U e ACU, o conjunto 


AC=UNA 


é chamado simplesmente de complemento ou complementar de À (o universo U fica 


subentendido). Outras notações usadas para o complemento são CA e A. 


Teorema 2.8 Se Ae B são subconjuntos de um conjunto U, em relação ao qual são 


tomados os complementos, temos: 


(CD (49 = 

(C)ACBSBÍCAS; 

(C)A=264'=U; 

(C4) (AUB) = AN Bº; 

(C5) (ANB)' = ACUBº. 
Demonstração. As propriedades (C1) e (C3) são óbvias; (C4) e (C5) são co- 
nhecidas como [eis de De Morgan. Provaremos apenas (C2) e (C4), o restante 


fica como exercício. 


(C2) Se BEHAS então existe x E B tal que xé AS,isto é, xt Be xE A. 
Mas isto significa que A£B. Reciprocamente, se ALB então existe xe A tal 
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que x&B,istoé, xé Ae xe Bº. Isto nos diz que BºEAS, o que completa a 
demonstração. 


(C4) Se xe (AUB)º então xg AUB,istoé, xg Ae xg B. Neste caso, x E Aº 
e x€ Bº, de modo que x e AºNBº. Isto mostra que (AUB)Sc ACNBS. Agora, 
se xe ANnBºentão xe ACexeB, ouseja, xE AC xgB. Logo, xé AUB 
ou, equivalentemente, x € (AUB)S. Portanto, A“nBºc(AUB) ea prova está 
concluída. E 


As definições de união e interseção podem ser estendidas a coleções arbi- 
trárias de conjuntos. Seja A um conjunto de índices de tal modo que para cada 
AE A é dado um conjunto Aq. Costuma-se denotar a família de conjuntos Ay 
por tAajaca- 


Definição 2.9 4 união e a interseção da família de conjuntos (Aakrca são os 
conjuntos definidos por 


UsM=txixe A para algum À € Ay, 
AEA 


(44 = (xx E Aq para todo AE A). 
AEA 


on cure 
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2.2 Produto Cartesiano, Relações e Funções 


Um conjunto não é alterado se a ordem dos seus elementos é modificada. 
Em particular, o conjunto (a,b) com apenas dois elementos constitui um par 
desordenado, pois (a,b; = tb,a) = (a) U [b!. O par ordenado (a,b) é definido 
pela seguinte propriedade: (a,b) = (c,d) see somente sea =ce b=d. Note 
que se a £ b resulta que (a,b) £ (b,a) mas ta;b = (ba). A noção de par 
ordenado pode ser tomada como primitiva, mas é possível defini-la em termos 


de conjuntos da seguinte maneira: (a,b) det data bh. 


del tc,d) Se e somente se quo e pis. 


Uma n-upla ordenada (a1,42,...,4n) pode ser definida recursivamente da 
seguinte maneira: 


(ar,a2,...,An) = (ar (az,a3,..., An). 
Definição 2.10 O produto cartesiano de dois conjuntos A e B, denotado por AxB, 
éo conjunto de todos os pares ordenados (a,b) em que ae Ae be B: 
AxB=((ab)lacAebeB). 
Analogamente, o produto cartesiano de n conjuntos é definido por 
Ajx Apx...x An=flaras,...,An)la E Ay, as E Ad, An E An) 
Se todos os n conjuntos são iguais, isto é, Aj = Ap =...= Ap =A,seu produto 


cartesiano é denotado simplesmente por A”. 


ReLAçÕES 

Dizemos que há uma relação entre duas coisas se elas estão conectadas de 
alguma maneira. Entre pessoas pode haver a relação “x é irmão de You, entre 
números, a relação “x < 3”. Palavras ou símbolos são escritos entre os objetos 


para indicar que eles estão relacionados. No caso de uma relação genérica 
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escreve-se xRy. Se conhecemos a relação R, podemos considerar todos os 
pares ordenados (a,b) de objetos relacionados: 


tla,b)laRb). 


Este conjunto é chamado de gráfico da relação R, e serve para motivar a 
definição de uma relação como sendo o seu gráfico. 


Definição 2.11 Sejam Ae B conjuntos. Uma relação de A para B é um subcon- 
Junto de Ax B. Uma relação de A para A, isto é um subconjunto de A x A, é dita 
uma relação em A. 


peace, a 


os números reais xe y betão, pejetpdiios através 
ado plino com coordenadas atado Emo ro E 
que do grifo da relação À. 


PEDE ad pai 


Relações de Equivalência 

São comuns situações em que certos objetos não são iguais mas podem ser 
considerados equivalentes segundo algum critério de interesse. Para permitir 
expressar a noção intuitiva de equivalência, introduz-se um tipo muito especial 
de relação, chamada de relação de equivalência. 


Definição 2.12 Uma relação R no conjunto A é chamada de relação de equiva- 
lência se e somente se é “reflexiva, simétrica e transitiva: 

(EI) (Vae A)aRa; 

(E2) (Va,be 4) se aRb então bRa; 

(E3) (Va,bce A) seaRbe bRcentão aRc. 


A noção de relação de equivalência é uma generalização da noção de igual- 
dade. Costuma-se usar o símbolo — pata denotar uma relação de equivalência, 
é escrevemos x — y para indicar que os objetos x e y são equivalentes. 
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Elo térmicc | 
; 8, Então 4 iUstá em, lo térmico. com Ayse Hiois sistemas e 


cid! ir j 


Definição 2.13 Se R é uma relação de equivalência em A, o conjunto de todos 
os elementos de A que são equivalentes a um elemento a é chamado de classe de 
equivalência de a, denotada por (al p: 


lalr=tbe AlaRb). 


Se num dado contexto a relação de equivalência está subentendida, a classe 


de equivalência de a é denotada simplesmente por [a]. 


Note que a € [a] por causa da propriedade reflexiva, de modo que as classes 
de equivalência cobrem todo o conjunto A: cada a € A pertence a pelo menos 
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uma classe de equivalência. Na verdade, um dado elemento de A pertence 
somente a uma classe de equivalência porque duas classes de equivalência 
em A ou são idênticas ou são disjuntas. De fato, se [an [b] £ & existe 
um elemento ce [an [bl]. Segue-se que aRc e bRc, donde, por simetria e 
transitividade, aRb. Portanto, se d € [a] temos dRa e, como aRb, resulta 
dRb, isto é, de [bl]. Isto mostra que fal c [b]. Da mesma forma, mostra-se 
que [b] « tal, donde se conclui que [a] = [b]. Diz-se que uma relação de 
equivalência particiona um conjunto em classes de equivalência disjuntas. 

Um exemplo simples poder ser útil para dar um caráter mais intuitivo à 
noção de classe de equivalência: uma nota de R$ 20,00 pode ser interpre- 
tada como a classe de equivalência de todas as coisas que custam exatamente 
vinte reais. 


Funções 

Uma função é uma regra que faz corresponder a cada elemento de um con- 
junto um único elemento de outro conjunto. Se X e Y são conjuntos, para in- 
dicar que f é uma função de X em Y escrevemos f:X — Y, e denotamos por 
f() E Y o elemento correspondente ao elemento xe X. À notação x — f(x) 
é usada para indicar que f faz corresponder a x o valor f(x). Funções também 
são chamadas de aplicações ou mapeamentos. 

Em vez de tomar a ideia de função como um conceito primitivo, na ma- 
temática moderna define-se função em termos de conjuntos. Uma função de 
X em Y é uma relação com uma propriedade especial: para cada x € X existe 
apenas um y € Y que está relacionado com x. 


Definição 2.14 Dados dois conjuntos X e Y, uma função f de X em Y éum 
subconjunto de X x Y tal que 


WxeXMVyze Nun) feto) f)=(y=2. 


De acordo com esta definição, uma função é um conjunto, a saber, o seu 
gráfico. No entanto, a notação mais comum, que usaremos, é y=f(w) em 
vez de (x,9) € f. O conjunto X, no qual f está definida, é o seu domínio; 
9 conjunto Y, no qual f toma valores, é o seu contradomínio. Não basta 
especificar a regra de correspondência para definir uma função, é também 
necessário especificar o domínio e o contradomínio. Duas funções são iguais 
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se as regras de correspondência são as mesmas e se os respectivos domínios 
e contradomínios coincidem. Deve-se evitar confundir f com f(x): f é a 
função, ao passo que f(x) é o valor da função no ponto x do seu domínio. 


- E Exemplo 225 


, doi se 
hão de 


O o porque compjnente. há países com. váxias 
a é ambígua, não 


Definição 2.15 Uma função f:X— Y é dita injetiva se e somente se f() = 
f(x") implica x =x para todos os x,x E X. 

Em outras palavras, uma função é injetiva se f(x) £ f(x") sempre que x 7 
x', isto é, se pontos distintos do domínio são mapeados em pontos distintos 


do contradomínio. 


li 


Definição 2.16 Uma função f:X — Y é dita sobrejetiva ou sobre (onto, em 
inglês) Y se e somente se para todo y E Y existe xe X tal que f(x) =. 
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Definição 2.17 Uma função é bijetiva (uma bijeção ou correspondência biuni- 
voca) se e somente se é injetiva e sobrejetiva. 


Das funções discutidas no Exemplo 2.2.7, apenas f é bijetiva. Note que 
h não é bijetiva apesar de caracterizar-se pela mesma a regra de correspon- 
dência que f: as funções f e A são distintas porque os respectivos domínios e 
contradomínios não coincidem. 


Definição 2.18 Dados f:X>YeACX,a imagem de A pela função f é o 
conjunto f(A) CY formado pelos valores f(x) que f assume nos pontos x E A: 


HA =fOWIxeAl=tyeYIy=f(x),xe A. 


Note que f é sobrejetiva se e somente se f(X) = Y. Se f não é sobrejetiva, 
f(X) é um subconjunto próprio de Y. O conjunto f(X) — a imagem do 
domínio de f — é chamado de imagem de f ou alcance (range, em inglês) 


de f. 


Teorema 2.19 Dada uma função f:X— Y, se Ae B são quaisquer subconfuntos 
de X tem-se: 
(magl) (AU B) = f(AJU f(B); 


(Imag2) f(ANB) < f(A)n f(B); 
(Imag3) ACB > f(A)c f(B): 
(maga) f(2) = 9. 


Demonstração. As demonstrações de (Imag3) e (Imag4) serão deixadas co- 
mo exercícios. 
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(Imagl) Se ye f(AUB) então y = f(x) para algum xe AUB. Como xe À 
ou x€ B, resulta que y € f(A) ou y E f(B), de modo que y e f(AJU f(B). Isto 
mostra que f(AUB) c f(A)U f(B). Reciprocamente, se y € fFCAU FB) então 
yE f(A) ou y E f(B). No primeiro caso, y = f(x) para algum x pertencente a 
A, logo pertencente a AU B. Segue-se que y € f(AU B). No segundo caso, o 
mesmo argumento, com B no papel de A e vice-versa, mostra que y € f(AUB). 
Portanto, f(A)U f(B) c f(AU B) e a demonstração está concluída. 


(Imag?) Se ye f(ANB) existe xe AnB tal que y = f(x). Como xe A e 
x€ B, segue-se que ye f(A) e ye f(B), donde ye f(A)N FB). | 


asidere a função g Ri R defifida por glo) 
a Então Ee g(B) = (4); de modo qi 


Teorema 2.20 Dada uma função f:X — Y, a igualdade f(ANB) = J(AjN 
F(B) se verifica para quaisquer ABC X se e somente se f é injetiva. 
Demonstração. Suficiência (<=). Seja f injetiva e tome ye f(A)N f(B). 
Como y € f(A) e ye f(B), existem xe Ae x EB tais que y = 0) = f(). 
Logo, x = x e, em consequência, x€ AN B. Portanto, y= fu) € f(ANB), 0 
que estabelece a inclusão f(A)N f(B) c f(ANB). Como a inclusão oposta é 
sempre verdadeira, f(ANB) = fan f(B). 

Necessidade (=). Se f não é injetiva, escolhamos, como no Exemplo 2.2.9, 
dois elementos distintos x e x! tais que f(x) = f(x) = y e tomemos os conjun- 
tos A=4x| e B=[x', de modo que f(A)N f(B) =iyj e f(ANB) = f(w)= 
Segue-se que f(ANB) £ f(A)N f(B) e a demonstração está completa. | 


Definição 2.21 Dada uma função f:X— Y, seja um conjunto Bc Y. À ima- 
gem inversa de B por f é o conjunto fMB)CX constituído pelos pontos xe X 
tais que fO)eB: 

fB)=txexifweB. 
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k peido 
ai circunferência de raio 


Cuidado, o símbolo f-!(B) não deve ser interpretado como a imagem de 
B pela função inversa f”!, a ser definida mais adiante, e que nem sempre 
existe. O símbolo f”!(B) é uma coisa só, não pode ser desmembrado, e denota 
a imagem inversa de B por f, um conjunto bem definido mesmo quando f-! 
não existe. À imagem inversa é mais bem comportada do que a imagem no 
que diz respeito a operações com conjuntos. 


Teorema 2.22 Dada uma função f:X — Y, se Ae Bsão quaisquer subconjuntos 
de X tem-se; 

(Inv) FAuB)= Haut Ha); 

(Inv) FHAnB)=f ant MB); 

(Inv3) HAS = (HA); 

(Inv) ACB => HA f(B); 

(Inv5) HW) =X; 

(Inv6) Fi(g)=9. 


Demonstração. Provaremos apenas a segunda e a terceira propriedades. 
(Inv2) Se xe fI(AnB) então fWcANB> flWcAe fWcB>xeE 
f MA exe fr). Portanto, xe f (An f-1(B) e conclui-se que FAN 
Bjc fHA)nf MB). Reciprocamente, xe fH4)n fiBj>xer MA 
xefi(B)> focAecfwWEB>fWEeANB> xe f(ANB)e vale a 
inclusão oposta fI(A)n ft HB) cf HANB). 

(nv3) Temos xe HA) é f(x) co fo)jcÃAsxrerHMASxe 
(ca) d 


Composição DE FUNÇÕES 
Dadas duas funções f:X > Yeg:Y-— Z, tais que o domínio da segunda 
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coincide com o contradomínio da primeira, é possível e útil construir uma 
função composta go f: X — Z que corresponde a aplicar primeiro f e de- 
pois g: 

go Fl) =g(fl) VxeX. 


Na verdade, para que a função composta go f esteja bem definida basta que o 
domínio de g contenha o contradomínio de f. 


Verifica-se facilmente que a composição de funções é associativa: fo(go 

=(fogjoh. 

Uma aplicação bijetiva de X em X é dita uma transformação em X. 
Uma transformação trivial mas importante é a aplicação identidade idx defi- 
nida por 

idx(x)=x, VxEX. 


A aplicação identidade funciona como elemento neutro em relação à compo- 
sição de transformações: 


foidy=idyof=f. 


Definição 2.23 Sejam f:iX>Yeg:Y—X duas funções. 
(1) A função g é uma inversa à esquerda de f se e somente se go f = idx. 
(ii) À função g é uma inversa à direita de f se e somente se fog = idy. 
(iii) A função g é uma inversa de f se e somente é uma inversa tanto à esquerda 
quanto à direita, isto é go f=idyefog=idy. 


De modo geral, as inversas à esquerda e à direita não são únicas. 
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fieis fg a VR 


ply= 20 para: tido xeR, 


goblw=gspo)=(Val=, VxeR 


Note que p: apos ter escolhido g dO 
qualquer ou À = ido Hã 


Teorema 2.24 Sejam X e Y conjuntos não vazios, e seja f:X — Y uma função, 
(1) A função f tem uma inversa à direita se e somente se é sobrejetiva. 
(ii) A função f tem uma inversa à esquerda se e somente se é injetiva. 
(ii) A função f tem uma inversa, denotada por f”), se e somente se é bijetiva. 
Além disso, a inversa é única. 

Demonstração. (1) Se g: Y — X é uma inversa à direita de f então fog = idy, 
de modo que f(g(y) = y para todo ye Y. Logo, f é sobrejetiva porque cada 
ye Y é a imagem de g(y) e X. Reciprocamente, se f é sobrejetiva então para 
cada ye Y há pelo menos um x tal que f(x) = y. Na verdade, y pode ser a 
imagem de muitos elementos distintos de X. Não importa, defina g:Y — X 
associando a cada y e Y um x € X arbitrariamente escolhido tal que f(x) =, 
de modo que g(y) = x. Temos, então, fog (y) = f(g(9)) = fly) = ye f possui 
uma inversa à direita. (11) A demonstração é análoga e fica como um exercício. 
(11) Existência: pelos itens (1) e (11), f possui uma inversa à esquerda e à direita 
se e somente se é injetiva e sobrejetiva, ou seja, se e somente se é bijetiva. As 
inversa à esquerda e à direita são necessariamente iguais: se geo f = idx e 
foga=idy, então ge = geoidy = geo(foga)= (geo Doga=idxoga=Ea- 
Unicidade: suponha que g e h sejam duas inversas de f, de modo que go 
f-=idx,fog=idy,hof=idx,foh=idy.Nestecaso, h=hoidy=ho 
(fog=(hofog=idxog=g. E 
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Definição 2.25 Dada a função f:X > Y eum subconjunto A de X, a restrição 
de faca função fla:A— Y definida por 


FfiaG)= fl), VxeA. 


Diz-se, também, que f é uma extensão de fla. 
A restrição da aplicação identidade 


is=idyxla:A>X 


é chamada de aplicação inclusão para o conjunto AC X. A restrição de f a 
A é a composição de f com a aplicação inclusão para A: 


fla=foia. 


2.3 Conjuntos Infinitos e Números Transfinitos 


A contagem do número de elementos de um conjunto finito A consiste no es- 
tabelecimento de uma relação biunívoca entre os elementos de A e o conjunto 
t1,2,...,n) dos n primeiros números naturais. Dado n E N, denotaremos por 
An 9 conjunto dos números naturais desde 1 até n: 


Na=12,.. ,n=[keN|I<sk<n. 


Definição 2.26 Um conjunto A éfinito se é vazio ou se, paraalgumneN, existe 
uma bijeção f : A-— Ny. No primeiro caso, diz-se que A tem zero elementos. No 
segundo caso, diz-se que A tem n elementos ou que seu número cardinal é n e 


escreve-se Card(A) = n. O número cardinal do conjunto vazio é zero: Card(2) = 0. 


Diz-se que um conjunto é infinito quando não é finito. Conjuntos infi- 
natos apresentam propriedades marcadamente distintas de conjuntos finitos. 
Se A e B são conjuntos finitos com o mesmo número de elementos, então, 
por definição, existem bijeções f:A > 4, e g:B-> M,. Portanto, g lo 
f: A B é uma bijeção de A sobre B. É intuitivamente claro, e pode ser 
provado rigorosamente (Birkhoff & MacLane 1977; Lima 2004), que existe 
uma correspondência biunívoca entre dois conjuntos finitos se e somente se 
eles têm o mesmo número de elementos. Isto implica que não é possível 
estabelecer correspondência biunívoca entre um conjunto finito e qualquer um 


de seus subconjuntos próprios. 


52 Convire À Física MATEMÁTICA 


Em 1638, Galileu notou o “paradoxo” de que os quadrados dos números 
naturais podem ser postos em correspondência biunívoca com os números 
naturais, em contradição com o axioma de Euclides de que “o todo é maior do 
que a parte”. Outros antes de Galileu já haviam observado que um conjunto 
infinito pode ser posto em correspondência biunívoca com um de seus sub- 
conjuntos próprios. À organização de uma lista dos membros de um conjunto 
infinito em correspondência bijetiva com os números naturais constitui uma 
enumeração do conjunto. Os quadrados dos números naturais e os números 


inteiros podem ser enumerados: 


3 4 5 6 7% 8 9 10, 11, 
O O SD CR O E 
9, 16,- 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121 
l 


[O 
»-L 2 2 3-3 4 4 5 05, 


» , 


1, 2 
pal 
1, 4 
Pd 
0, 1 
Definição 2.27 Um conjunto A é enumerável se é finito ou se existe uma bijeção 
f:N> A, No segundo caso, o conjunto é dito infinito enumerável e a lista A = 


lam,a2,...,An,..d onde a = f(1, ao = fQ),...,an = f(),... constitui uma 
enumeração de A. Cada bijeção f:N — A define uma enumeração de A. 


Teorema 2.28 Todo subconjunto de um conjunto infinito enumerável é finito ou 
infinito enumerável. 

Demonstração. Seja A um conjunto enumerável e seja ay, 42,...,An,... Uma 
enumeração de 4. Se A” é um subconjunto finito de 4, não há nada a de- 
monstrar. Se 4º é um subconjunto infinito de A, seja aj O primeiro elemento 
da sequência a1,a2,...,An,... que pertence a A”; seja a; o segundo elemento 
da sequência que pertence a A”, e assim por diante. À aplicação f:N —» A 
definida por 

fU=a, fD=a,.. 


éumabijeção. E 


Teorema 2.29 (Paradoxo de Galileu) Todo conjunto infinito enumerável ad- 
mite uma bijeção sobre um de seus subconguntos próprios. 


Demonstração. Se ay, az,...;an,... É uma enumeração do conjunto infinito 
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enumerável A, a correspondência a) — az, a — as,...,Gp — An4l,... É uma 
bieção de A sobre seu subconjunto próprio obtido pela exclusão do ele- 
mentoa. E 


Esta última é a propriedade fundamental que caracteriza os conjuntos 
infinitos: um conjunto é infinito se e somente se pode ser posto em corres- 
pondência biunívoca com um de seus subconjuntos próprios. 


Teorema 2.30 Todo conjunto infinito contém um subconjunto infinito enume- 
rável, 

Demonstração. Seja A um conjunto infinito. Escolha um elemento a de A. 
No conjunto que sobra Alfa), que é infinito, escolha um elemento az. Em 
AMiay, 42), escolha um elemento ag. Este processo prossegue indefinidamente 
já que Ala, ap,...,An) nunca é vazio porque A é infinito. Como todos os 
seus elementos são distintos, o conjunto (ar, a2,...,An...) é um subconjunto 
infinito enumerável de 4. MN 


Esta demonstração faz uso de um princípio básico da teoria dos conjun- 
tos conhecido como axioma da escolha, que afirma o seguinte: dado qualquer 
conjunto não vazio À, se B é um de seus subconjuntos não vazios existe uma 
“função de escolha” f que escolhe um elemento f(B) € B. Dada nossa expe- 
rência com conjuntos finitos, este axioma parece bastante inofensivo, além 
de óbvio ululante. Há, no entanto, matemáticos que não o aceitam quando 
aplicado a conjuntos infinitos arbitrários, pois consideram que, na ausência 
de uma definição construtiva de uma função de escolha, não se deve admitir 
sua existência. À grande maioria dos matemáticos não faz objeções ao axioma 
da escolha, mas, em deferência aos matemáticos que o veem com reservas, é 
costume mencionar o seu uso numa demonstração. A menção também serve 
para deixar claro que a parte da prova em que o axioma da escolha foi usado 
tem um caráter não construtivo. À propósito, ele foi empregado sem menção 
explícita na demonstração do Teorema 2.24 (confira). Na Seção 2.5 discutire- 
mos mais detalhadamente a natureza do axioma da escolha e algumas de suas 
consequências. 

Um exemplo um tanto surpreendente de conjunto enumerável é o con- 
Junto dos números racionais. À enumerabilidade dos números inteiros é com- 
preensível, pois são pontos isolados quando marcados numa linha reta. Os nú- 


meros racionais, no entanto, parecem estar continuamente distribuídos: entre 
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dois números racionais, por mais próximos que sejam, existe um outro número 
racional. Apesar disto, podemos arrumar todas as frações numa matriz infinita 


da seguinte maneira: 


0 1 a 2.4. 02 3 
1 1 l 1 1 ] 
Jo tizo A Vl / 

9 1 a 2 = 3 
2 2 2 2 2 2 

Ed dd dá 

0 1 a 2 -2 3 
3 3 3 3 3 3 
) Ed 

9 2 = 3 
4 4 4 4 


sap 
esse 


Seguindo as setas, podemos enumerar todas a frações. Riscando da lista as 
frações que representam o mesmo número racional, obtemos uma correspon- 
dência biunívoca entre os números racionais e os números naturais. 

Este mesmo argumento permite provar que o produto cartesiano de con- 
juntos enumeráveis é enumerável. 


Teorema 2.31 O produto cartesiano de dois conjuntos enumeráveis é enumerável. 
Demonstração. Sejam A e B conjuntos enumeráveis, com as respectivas enu- 
merações a1,42,... e bj, b»,.... Organize todos os pares ordenados (a;,b;) 
numa matriz infinita, como acima. Seguindo as setas associa-se biunivoca- 
mente a cada número natural um elemento de AxB. E 


Mesmo quando reunimos uma coleção infinita enumerável de conjuntos 


enumeráveis, o resultado continua sendo um conjunto enumerável. 


Teorema 2.32 4 união de uma coleção enumerável de conjuntos enumeráveis é 
enumerável. 

Demonstração. Seja (A, 42, A3,...; uma coleção de conjuntos enumeráveis. 
Seja aj, Gi2,Gi3,... uma enumeração de A;. Arranjando os elementos a;; 
numa matriz infinita como acima e seguindo as setas, resulta uma bijeção dos 
números naturais sobre AUAUÁgU---. E 


Estes resultados parecem sugerir que todos os conjuntos infinitos são enu- 


meráveis, o que parece referendar nossa intuição que nos diz não fazer sentido 
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pensar num infinito “maior” do que outro. Georg Cantor foi autor de grandes 
descobertas, publicadas a partir de 1874, a respeito da comparação de con- 
juntos infinitos (Cantor 1915). Para surpresa geral, e escândalo de alguns, ele 
mostrou que nem todos os infinitos são do mesmo “tamanho”, há infinitos 


“maiores” do que outros. 


Teorema 2.33 (Cantor) O conjunto dos números reais não é enumerável. 
Demonstração. Suponha que exista uma enumeração x1,X2,X3,... dos núme- 
ros reais compreendidos entre O e 1. Listemos todos esses números expressos 
em notação decimal: 

x =0,am apaga 

X> =0, 2 po Gps pg e 

X3 =0, 431 G32 33 3a er 

Xa =0, dg1 G4o da3 Qua e 


Depois da vírgula, a parte decimal dos números reais está organizada 
numa matriz infinita. Cada a;; é um dos algarismos 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Há 
ambiguidades na representação decimal, como por exemplo 0,50000--: = 
1,49999999---. Para evitar esta duplicidade, suponhamos que a representação 
que termina com uma infinidade de noves nunca é usada para os x;. Vamos, 
agora, construir um número real q entre O e 1 por meio do “método dia- 
gonal” ou “processo diagonal” de Cantor. Os dígitos da expansão decimal 
0,0,)a4243--- do número a são escolhidos da seguinte maneira: se O primeiro 
dígito depois da vírgula de xy for 5 então a =6, e se for diferente de 5 então 
a = 5; se o segundo dígito depois da vírgula de xp for 5 então ay = 6, € 
se for diferente de 5 então ap = 5; se O terceiro dígito depois da vírgula de 
x3 for 5 então az = 6, e se for diferente de 5 então as = 5. Continuando 
indefinidamente, resulta um número que difere de xy no primeiro dígito, 
difere de x, no segundo dígito, difere de x3 no terceiro dígito, e assim 
por diante. Logo, o número a não está na lista já que difere de todos os 
números da lista, o que contradiz a hipótese de que a enumeração incluía 
todos os números reais. Se R fosse enumerável, o seu subconjunto formado 
pelos números reais entre O e 1 teria que ser enumerável pelo Teorema 2.28. 


Portanto, o conjunto dos números reais não é enumerável. E 
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Corolário 2.34 O conjunto dos números irracionais não é enumerável. 


Os números reais classificam-se em algébricos ou transcendentes. Um 
número real é algébrico se satisfaz uma equação polinomial de grau positivo 


com coeficientes inteiros: 
anx" +anxT +... +ax+ag=0, an£0, agap.. an EZ, nEN. 


Todo número racional é algébrico, pois se x = p/q com p e q inteiros, então 
x obedece à equação gx — p = 0. Irracionais algébricos obedecem a equações 
algébricas de grau mais elevado. Por exemplo, v2 é algébrico porque satisfaz 
x2-2=0. Da mesma forma, v2+ v3 é algébrico porque satisfaz x — 10x? + 
1=0. 

Um número real que não é algébrico é dito transcendente. Foi somente 
em 1851 que Liouville, por construção explícita, provou a existência de uma 
coleção de números transcendentes (Dunham 2005; Eves 19904). Em particu- 
lar, ele deu o exemplo de um número transcendente, o hoje chamado número 
de Liouville 

0,1100010000000000000000010000 - - - 


em que há um dígito 1 na posição n! e O nas demais posições, na representação 
decimal. Em 1873, Hermite provou a transcendência de e, a base dos logarit- 
mos naturais. ! À prova da transcendência de 7, por Lindemann, só apareceria 
em 1882.2 Parecia que os números transcendentes eram raros. Em mais uma 
descoberta notável e surpreendente, Cantor provou, em 1874, que o conjunto 
dos números transcendentes não é enumerável, ou seja, de todos os tipos de 


números reais os números transcendentes são os mais abundantes. 


Teorema 2.35 (Cantor) O conjunto dos números algébricos é enumerável. 
Demonstração. Dado um polinômio de grau positivo com coeficientes in- 
teiros 


Plax" +anxUs..+axra, an>0, 


1. Spivak (1994) apresenta a prova de Hermite, numa versão simplificada por Hilbert. 


2. Em Figueiredo (2011) há uma prova da transcendência de 7. 
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sua altura ou fndice é o número natural 
h=lanl+lanal+-+lagl+n-—1. 


O número de polinômios com uma dada altura é finito. Por exemplo, o único 
polinômio com h=1 é x; os quatro polinômios com h = 2 são x+1,x-— 
1,2x,x?. Como um polinômio de grau n tem no máximo n raízes reais, para 
cada h há um número finito de números algébricos. Numerando consecutiva- 
mente os números algébricos com h = 1, os números algébricos com h =2, os 
números algébricos com À = 3 e assim sucessivamente, resulta uma enumera- 
ção da totalidade dos números algébricos. E 


Corolário 2.36 O conjunto dos mimeros transcendentes não é enumerável. 


Provas ExisSTENCIAIS 

A demonstração do Teorema 2.35, do qual se deduz que números transcen- 
dentes não apenas existem como também são os mais abundantes de todos 
os números reais, não exibe explicitamente nem fornece nenhum método de 
construir um só número transcendente. Trata-se de um exemplo típico de 
prova existencial, em que se demonstra a existência de alguma coisa sem 
mostrar como construí-la. Uma prova construtiva estabelece a existência de 
algo mostrando explicitamente como construí-lo. Os matemáticos da escola 
intuicionista não aceitam provas existenciais, especialmente aquelas que de- 
monstram a existência de algum objeto matemático supondo a sua inexistência 
e disto deduzindo uma contradição. As ideias fundamentais do intuicionismo 
são expostas com muita clareza em Eves (1990b) e, com maior profundidade, 
em Kleene (1967, $36). 

Embora apareçam raramente, há provas que nem são completamente cons- 
trutivas nem completamente existenciais, pois consistem na construção expli- 
cita de alguns objetos acompanhada de uma prova de que um dos objetos pos- 
sui a propriedade desejada, embora não se saiba qual deles, como no fascinante 
exemplo a seguir (Jones & Toporowski 1973). 


Teorema 2.37 Existem números irracionais a e b tais que a? é racional 


A E 2 Era Neta k 
Demonstração. Seja x = 2“. Se x é racional a existência fica estabelecida 
ER a 2 ao niab uçá 
com a=v2e b= v2. Se x é irracional, como x2 = 2” = 2, a existência fica 
: 2 
estabelecida coma=v2""eb=v2. E 
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Aliás, o mesmo tipo de argumento mostra que a” pode ser irracional se 
ae b forem irracionais. Se 2” é irracional, caso encerrado; se v2"“ é 

: 241 v2 Zoê E j E - 
racional, v2 = v2"º V2 é irracional. O caráter não construtivo destas 


provas revela-se no apeio ao princípio do terceiro excluído (tertium non datur), 


que os intuicionistas rejeitam. 


Comparação DE CoNjuNTOS INFINITOS 
Cantor introduziu um modo bastante natural de comparar os “tamanhos” de 


conjuntos infinitos. 


Definição 2.38 Dois conjuntos A e B são equipolentes se existe uma bijeção entre 
eles, e escrevemos A B. Neste caso dizemos que A e B têm o mesmo número 
cardinal e escrevemos Card(A) = Card(B). 


O número cardinal dos conjuntos enumeráveis é denotada por Ny, que se 
lê “álef zero” (alef é a primeira letra do alfabeto hebraico). Assim, Card(N) = 
Card(Z) = Card(Q) = No. A cardinalidade dos números reais (ou número 


cardinal do contínuo) é denotada por e: Card(R) = c. Os números cardinais 
de conjuntos infinitos são chamados de números transfinitos. 
Intuitivamente, se f : A — B é uma aplicação injetiva, o conjunto B tem 
pelo menos tantos elementos quanto A, já que f faz corresponder elementos 
distintos de B a elementos distintos de A. Isto motiva a definição a seguir, que 


introduz uma noção de ordem entre conjuntos. 


Definição 2.39 Dados dois conjuntos A e B, se existe um aplicação injetiva de A 
em B escrevemos A x B ou B = A, e também Card(A) < Card(B) ou Card(B) > 
Card(A). Se existe uma injeção de A em B mas não existe uma injeção de B em À 
escrevemos A<BouB> A, e também Card(A) < Card(B) ou Card(B) > Card(A). 


Não é óbvio que quaisquer dois conjuntos tenham cardinalidades compa- 
ráveis. Seria logicamente possível a inexistência de uma injeção tanto de A 


em B quanto de B em A. Um teorema de Zermelo, no entanto, garante que 
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ou A<Bou A>Bou Am B (Halmos 1974). Por outro lado, a notação 
introduzida na Definição 2.39 é adequada por causa de um resultado famoso 
e importante. 


Teorema 2.40 (Schrôder-Bernstein) Se Card(A) < Card(B) e Card(B) < 
Card(A) então Card(A) = Card(B). 


Este resultado, que também é conhecido como teorema de Cantor- 
-Bernstein ou Cantor-Schrôder-Bernstein porque Cantor foi o primeiro a 
conjecturá-lo, afirma que se existe uma injeção de A em B e outra injeção 
de Bem A, então existe uma bijeção entre A e B. A prova deste teorema 
é um tanto intrincada e será omitida. Demonstrações com variados graus 
de sofisticação podem ser encontradas em Halmos (1974), Birkhoff & Mac 
Lane (1977), Gleason (1991), Kolmogoroy & Fomin (1972) e Suppes (1972), 
entre outras fontes. À prova oferecida por Velleman (2006) é uma das mais 
cristalinas. O teorema de Schrôder-Bernstein é muito útil porque às vezes é 
muito mais fácil encontrar injeções de A em B e de B em A do que encontrar 
diretamente uma bijeção entre A e B. 

Um conjunto finito com N elementos tem exatamente 2” subconjuntos 
(Problema 2.27). Por este motivo, o número cardinal de .Z2º(A) é denotado 
por 2ºard(A) O resultado a seguir, devido a Cantor, estabelece que a cardinali- 
dade dos números reais coincide com a cardinalidade da coleção de todos os 
subconjuntos de N. : 


Teorema 2.41 250 =, 
Demonstração. Comecemos tentando construir uma injeção do intervalo 
aberto (0,1) de Rem (N). Um número real x € (0,1) pode ser representado 
na base 2: 
& (d2 à a 
«=Odmaga...=-D+S +++, 

10» ag. 44 2 "oo tos toa 
onde cada a; é igual a O ou 1. Para evitar dupla representação, excluamos os 
números que terminam numa sequência infinita de 1s. Assim, por exemplo, 
em vez de 0,01011111... escrevemos 0,01100000.... A injeção de (0,1) em 
Sº(N) é definida da seguinte maneira: 


x=0,mazagaç...— U,=(neNiaç=1). 
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A cada sequência ay,a2,a3,44,... de Os e Is corresponde um subconjunto de 
N. Por exemplo, ao número x = 0,10011010000... corresponde o subconjunto 
de N dado por Us = 11,4,5,7). Números que diferem em algum dígito a; 
são distintos e os subronjuntos de N que lhes correspondem são distintos, 
de modo que a aplicação assim definida é injetiva. Reciprocamente, uma 
injeção de 2(N) em (0,1) pode ser definida trocando os dígitos O e 1 por 
3 € 7, por exemplo, e adotando a representação decimal. A um subconjunto 
U de N associamos xy = 0,bybob3... onde b =3 sele U ou bj =7 se 
1€U;bb=3se2€eUoubp=7se2€U,b;y=3se3€eUouby=7 se 
36 U; e assim sucessivamente. Esta aplicação é injetiva já que a diferentes 
subconjuntos de N são associados diferentes números reais do intervalo (0,1). 
Pelo teorema de Schróder-Bernstein, o intervalo (0,1) e 2(N) têm a mesma 
cardinalidade. Como a cardinalidade de (0,1) é a mesma de R, a demonstração 
estácompleta. E 


O próximo teorema mostra que não existe um número cardinal máximo: 
qualquer conjunto tem cardinalidade menor do que a coleção de seus subcon- 
juntos. 


Teorema 2.42 (Cantor) Para todo conjunto X tem-se Card(X) < Card(Z (X)). 
Demonstração. Em primeiro tugar, Card(X) < Card(2(X)) porque a aplica- 
ção x— (x) é uma injeção de X em 2(X). Se Card(2(X)) < Card(X) temos 
Card(X) = Card(.2(X)) pelo teorema de Schrôder-Bernstein. Provaremos que 
isto é impossível mostrando que não pode existir uma bijeção entre X e 2(X). 
Suponha que f: X — (X) seja uma aplicação bijetiva e considere o seguinte 
elemento de Z(X): 
A=txeX|xé fO). 


Note que f(x) é um elemento de 2(X), ou seja, é um subconjunto de X. 
Um elemento x € X ou pertence a f(x) ou não pertence a f(x), de modo que 
A é um subconjunto de X bem definido. Provemos que A não é a imagem 
de nenhum elemento de X. Dado a € X, há duas possibilidades: a E f(a) 
ou a € f(a). De acordo com a definição de 4, se a e f(a) então ag A, e se 
a€ f(a) então ae A. Em qualquer caso, AZ f(a) e f não é sobrejetiva, o que 
contradiz a hipótese de que f é uma bijeção. E 


Em 1877, Cantor fez outra descoberta sensacional: existe uma correspon- 
dência biunívoca entre pontos da reta real e pontos do plano! Esse resultado 
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clamorosamente contrário à intuição, ? do qual há uma prova em Birkhoff & 
MacLane (1977), estabelece a independência das noções de cardinalidade é 
dimensão. Na verdade, Cantor provou que R, R” e o produto cartesiano de 
uma coleção enumerável de cópias de R têm a mesma cardinalidade! 

As ideias altamente heterodoxas de Cantor não foram aceitas sem resistên- 
cia. Elas encontraram em Kronecker um feroz opositor, que chegou a dizer 
que a teoria de Cantor podia ser teologia ou filosofia, mas não era Matemática. 
A despeito de seus detratores, as ideias arrojadas de Cantor foram aos poucos 
sendo incorporadas à matemática corrente graças à influência de eminentes 
matemáticos tais como Dedekind e Hilbert. Este último defendeu Cantor 
com uma frase que se tornaria célebre: “Ninguém nos expulsará do paraíso 
que Cantor criou para nós. 


2.4 Paradoxos da Teoria dos Conjuntos 


The relation between Cantor's set theory and mathematics was 
like the course of true love; it never did run smooth. 
SrerHEN Core KLEENE, Mathematical Logic 


Cantor definiu de forma extremamente ampla a noção de conjunto como mma 
coleção de objetos definidos e distintos de nossa intuição ou de nosso pensamento. A 
teoria dos conjuntos de Cantor também se apoia no axioma da abstração, 
segundo o qual dada qualquer propriedade existe um conjunto cujos membros 
são exatamente aqueles objetos que gozam da referida propriedade. 

Um paradoxo ou uma antinomia é uma declaração que se contradiz a 
si mesma. Em 1897 surgiu o primeiro paradoxo da teoria dos conjuntos, 
anunciado pelo italiano Burali-Forti. Este paradoxo é técnico demais para ser 
descrito aqui, mas guarda parentesco com um paradoxo descoberto por Cantor 
dois anos depois. Seja Z o conjunto de todos os conjuntos. Obviamente, o 
número cardinal de % é o maior possível. No entanto, pelo Teorema 2.42, o 
número cardinal da coleção de todos os subconjuntos de 2 é maior do que o 
número cardinal de %. 


3. “Eu vejo mas não acredito!”, escreveu Cantor a Dedekind sobre sua incrível descoberta. 
à) 
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Os paradoxos de Burali-Forti e Cantor envolvem teoremas da teoria dos 
conjuntos. Em 1902, Bertrand Russell descobriu um paradoxo que resulta 
do próprio conceito de conjunto, e cuja fonte é o axioma da abstração. Para 
descrever o paradoxo de Russell é preciso reconhecer que, por estranho que 
pareça, existem conjuntos que são membros de si próprios. Considere, por 
exemplo, a coleção .£ de todos os conjuntos infinitos. Como há uma infini- 
dade de conjuntos infinitos, .? é membro de si mesmo. Uma vez estabelecida, 
com um apelo ao axioma da abstração, a existência de conjuntos que são mem- 
bros de si próprios, Russell considerou a coleção N de todos os conjuntos que 
não são membros de si próprios e se perguntou: N é membro de si próprio? 
Se N é membro. de si próprio então N não é membro de si próprio porque os 
membros de N são apenas os conjuntos que não são membros de si próprios. 
Se N não é membro de si próprio então N é membro de si próprio pela 
definição de N. O paradoxo reside no fato de qualquer hipótese conduzir a 
uma contradição. 

Este paradoxo pode ser descrito de forma muito mais sucinta em símbolos. 
Seja X um conjunto qualquer. Por definição, 


(XEeNS(XEX). 
A escolha X = N leva à contradição 
(NEN (NEN). 


Russel comunicou este paradoxo ao grande lógico alemão Gottlob Frege 
quando este estava a ponto de completar o segundo volume do seu tratado 
“Leis Fundamentais da Aritmética”, em que presumia haver construído a 
aritmética de modo logicamente impecável com base na teoria dos conjun- 
tos. Frege, que investira mais de dez anos em sua obra, registrou seus agra- 
decimento a Russell, no fim do livro, nos seguintes termos melancólicos: 
“Dificilmente um cientista pode enfrentar uma situação mais desagradável do 
que a de presenciar o abalo dos fundamentos de uma obra sua, logo depois de 
concluí-la. Pois uma carta do Sr. Bertrand Russell, exatamente quando este 
segundo volume estava prestes a ser concluído, colocou-me nessa situação.” 
Em 1919, Russell popularizou o seu paradoxo na forma do dilema de um 


barbeiro. Num vilarejo há um barbeiro que resolveu fazer a barba de todos os 


Caríruto 2 — Conjuntos E FUNÇÕES 63 


homens que não se barbeiam a si mesmos, e somente desses. O paradoxo vem 
à tona quando o barbeiro tenta decidir se faz ou não a sua própria barba. Se 
ele não se barbeia a si mesmo, por sua regra ele se barbeia a si mesmo; se ele 
se barbeia a si mesmo, pela regra ele não se barbeia a si mesmo. 

Além dos paradoxos lógicos ou matemáticos, foram descobertos vários 
paradoxos linguísticos ou semânticos. O mais velho paradoxo semântico co- 
nhecido é o paradoxo de Epimênides ou paradoxo do mentiroso. Consta que o 
filósofo cretense Epimênides teria declarado: “Todos os cretenses são mentiro- 
sos.” Interpretando a palavra “mentiroso” como designando alguém que nunca 
diz a verdade, a declaração é autocontraditória e dá lugar a um paradoxo. Há 
também a antiga fábula do crocodilo que raptou uma criança, mas oferece a 
possibilidade de devolvê-la ao pai desde que este seja capaz de adivinhar se a 
criança será ou não devolvida. Se o pai disser que o crocodilo não devolverá 
a criança, o crocodilo estará diante de um dilema. Um paradoxo moderno 
similar a essas antinomias da antiguidade é o paradoxo de Berry. Considere 
a expressão “o menor número natural que não pode ser nomeado em menos 
que vinte palavras.” Esta expressão nomeia um certo número natural n porque 
qualquer subconjunto de Nl — no caso, o dos números naturais que não podem 
ser nomeados em menos que vinte palavras — possui um menor elemento. 
Por sua definição, n não pode ser nomeado em menos que vinte palavras, mas 
a expressão acima que nomeia n tem apenas quatorze palavras. 

Antinomias como as de Cantor e Russell resultam da aceitação de conjun- 
tos “grandes demais” ou de definições que envolvem auto-referência, conhe- 
cidas como definições impredicativas. Por meio de axiomas cuidadosamente 
escolhidos que, com o sacrifício parcial da intuição, proíbem a existência do 
“conjunto de todos os conjuntos”, entre outras coisas, a teoria axiomática dos 
conjuntos de Zermelo-Fraenkel ou Zermelo-Fraenkel-Skolem é capaz de blo- 
quear tanto os paradoxos lógico-matemáticos quanto os linguístico-semânti- 


cos (Suppes 1972). 


2.5 Hipótese do Contínuo e Axioma da Escolha 


A descoberta de que os números reais formam um conjunto não enumerável 
suscitou imediatamente uma pergunta: existe algum conjunto cujo número 
cardinal seja maior do que No e menor do que e? Cantor conjecturou que a 
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resposta era negativa, e essa conjectura tornou-se conhecida como hipótese 
do contínuo. Provar a hipótese do contínuo é o primeiro problema da céle- 
bre lista de 23 problemas em aberto apresentada por Hilbert no Congresso 
Internacional de Materaática no ano de 1900, em Paris. 4 Cantor acreditava na 
hipótese do contínuo e tentou prová-la durante muitos anos, sem sucesso. O 
problema acabou sendo resolvido de uma forma imprevista. Kurt Gódel, em 
1940, e Paul Cohen, em 1963, estabeleceram, respectivamente, a consistência 
tanto da hipótese do contínuo quanto de sua negação com os postulados da 
teoria dos conjuntos de Zermelo-Fraenkel, desde que esses próprios postula- 
dos sejam consistentes. A hipótese do contínuo é independente do sistema 
axiomático de Zermelo-Fraenkel, que é impotente para prová-la ou refutá-la. 

Um outro tema profundo e polêmico da teoria dos conjuntos relaciona-se 
com a problema da possibilidade de introduzir uma relação de ordem muito 
especial num conjunto arbitrário. Os números reais podem ser ordenados em 
ordem crescente, e dizemos que x precede y se x< y. À noção de “preceder” 
pode ser caracterizada axiomaticamente. 


Definição 2.43 Um conjunto A é dito linearmente ordenado ou totalmente or- 
denado pela relação de ordem <, que se dê “precede”, se e somente se, para todos os 
a,bce A, verificam-se os seguintes axiomas: 

Ol Seafbentãoa<boub<a; 

O2 Sea<bentãoatb; 

03 Sea<beb<centãoa<c. 


Definição 2.44 O conjunto A é dito bem-ordenado pela relação de ordem < see 
somente se é linearmente ordenado e o seguinte axioma adicional se verifica: 
O4 Se B é um subconjunto não vazio de A, existe um elemento be B tal que 


b<b para qualquer outro elemento beB. 


Em outras palavras: um conjunto é bem-ordenado pela relação < se cada 


um de seus subconjuntos não vazios possui um primeiro elemento. 


. A lista dos 23 problemas de Hilbert pode ser encontrada na página 82 de Reid (1986) e a palestra 
completa de Hilbert está traduzida para o inglês em Hilbert (1902). 
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Em 1904, o matemático alemão Ernst Zermelo* provou um surpreen- 


dente teorema — mais uma das conjecturas de Cantor — a respeito de con- 
a) 
juntos bem-ordenados. 


Teorema 2.45 (Teorema da Boa Ordenação) Se X é um conjunto arbitrário, 
existe uma relação de ordem em X que faz dele um conjunto bem-ordenado. 


Muitos matemáticos reagiram com assombro a este teorema, que parecia 
fantástico demais para ser crível — há uma prova em Halmos (1974). O con- 
junto dos números reais não é bem-ordenado pela relação “menor que”, pois 
o subconjunto formado pelos números reais x tais que 0< x < 1 não tem um 
primeiro elemento. Ninguém jamais conseguiu definir uma relação de ordem 
em R capaz de torná-lo um conjunto bem-ordenado, e alguns matemáticos 


acreditam que nenhuma exista. Em sua demonstração, Zermelo se valeu de 


5. Zermelo começou sua carrcira como assistente da Max Planck, mas logo seus interesses se volta- 
ram para a teoria dos conjuntos. Quando perguntado sobre a origem de seu estranho sobrenome, 
dizia jocosamente que era uma forma abreviada de Ha/tzermelodir (melodia de valsa). Apreciador 
do bom e velho scotch, ele alegava ter provado a impossibilidade de se alcançar o Polo Norte. 
Segundo ele, era inconcebível qualquer expedição ao Polo Norte sem um suprimento generoso de 
uísque. Como a quantidade de uísque que deve ser estocada é proporcional à tangente da latitude 
— isto é axiomático —, para alcançar o Polo Norte seria necessária uma quantidade infinita de 
uísque (Reid 1986). 
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um princípio aparentemente óbvio que ninguém havia explicitado como uma 
hipótese. 


Axioma da Escolha Dado qualquer conjunto X, existe uma uma função f 
que associa a cada subconjunto não vazio A de X um elemento de A, ou seja, 
FACA. 


A função f “escolhe” um elemento particular f(A) de cada subconjunto 
não vazio À do conjunto X. Diz-se que f é uma função de escolha, e o 
axioma da escolha afirma que todo conjunto X tem uma função de escolha. 
O conjunto X pode ser infinito e não enumerável, caso em que uma função de 
escolha envolve infinitas escolhas arbitrárias, pois não precisa haver nenhuma 
regra que especifique o elemento de A escolhido por f. À ausência de uma 
definição construtiva de uma função de escolha levou alguns matemáticos a 
rejeitar o axioma da escolha. O matemático francês Émile Borel chegou a 
afirmar que raciocínios baseados numa escolha arbitrária feita um número 
infinito de vezes não pertencem à Matemática. Note que o axioma da escolha 
permite produzir um conjunto formado por um elemento de cada conjunto 
de uma coleção arbitrária de conjuntos não vazios. O cerne da dificuldade é 
exposto com clareza pela seguinte observação de Bertrand Russell: o axioma 
da escolha é necessário para selecionar um conjunto a partir de um número 
infinito de pares de meias, mas não de um número infinito de pares de sapatos. 
No caso dos pares de sapatos, uma função fica bem definida pela escolha, por 
exemplo, do pé esquerdo de cada par de sapatos. No caso das meias, sem O 
axioma da escolha não se pode asseverar a existência de uma função de escolha 
porque as meias de cada par são indistinguíveis. 

Outra consequência inquietante do axioma da escolha é o paradoxo de 
Banach-Tarski. Em 1924, Stefan Banach e Alfred Tarski mostraram que, 
com um apelo ao axioma da escolha, é possível dividir uma esfera em cinco 
partes disjuntas, movê-las rigidamente no espaço e juntá-las novamente para 
formar duas esferas iguais à original. Em sua versão mais dramática (Wapner 
2005), o teorema assegura que uma esfera do tamanho de uma ervilha pode 
ser decomposta num número finito de pedaços que, depois de juntados no- 
vamente, formam um esfera do tamanho do Sol! A aparente possibilidade de 
criar matéria do nada torna esse teorema intolerável. A raiz do paradoxo reside 
na suposição de que qualquer subconjunto limitado de Rº possui um volume. 
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Curiosamente, a causa da doença é também sua cura: o próprio axioma da 
escolha implica a impossibilidade de atribuir um volume a um subconjunto 
limitado arbitrário de 2. As partes em que a esfera é dividida no teorema de 
Banach-Tarski não possuem um volume definido, daí não se poder concluir 
que o sólido obtido juntando essas partes tenha um volume igual à soma 
dos volumes das partes. Ainda assim, é espantoso que o axioma da escolha 
conduza a um teorema tão extraordinário. 

Ocorre que o axioma da escolha pode ser provado facilmente a partir do 
teorema da boa ordenação de Zermelo se este for admitido como axioma 
(Problema 2.30). Portanto, o teorema da boa ordenação e o axioma da escolha 
são equivalentes. Outra proposição equivalente ao axioma da escolha é o lema 
de Zorn, que se refere a conjuntos parcialmente ordenados e é um pouco 
menos ofensivo à intuição que o teorema da boa ordenação de Zermelo. A 
equivalência entre o axioma da escolha e o teorema (ou princípio) da boa 
ordenação é uma das fontes do embaraço intuitivo causado pelo axioma da es- 
colha, exposto espirituosamente pelo matemático americano ]. L. Bona (apud 
Herrlich 2006): “The Axiom of Choice is obviously true, the Well Ordering 
Principle is obviously false; and who can tell about Zorn's Lemma?” As obje- 
ções ao axioma da escolha devem-se principalmente ao seu caráter puramente 
existencial, pois afirma a existência de uma função de escolha ser dar nenhuma 
pista sobre como construí-la. Hoje em dia são raros os matemáticos que não 
aceitam como válidos teoremas provados com o uso do axioma da escolha. 
Ainda assim, mesmo os que aceitam tais teoremas se perguntam se eles não po- 
deriam ser demonstrados sem o seu emprego. Se o axioma da escolha é usado 
numa demonstração costuma-se chamar a atenção para o fato. É considerada 
uma realização significativa a descoberta de uma demonstração alternativa, 
que não utilize o axioma da escolha, para algum teorema importante da análise 
ou da teoria dos conjuntos. 

Kurt Gôdel e Paul Cohen provaram que o axioma da escolha é logica- 
mente independente dos demais axiomas da teoria dos conjuntos de Zermelo- 
-Fraenkel. Isto significa que supor o axioma da escolha ou sua negação não 
produz nenhuma contradição que não pudesse ser obtida sem essa suposição. 
A teoria dos conjuntos de Zermelo-Fraenkel com o acréscimo do axioma da 


escolha constitui o chamado sistema ZFC. 


[on 
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À prova de que a hipótese do contínuo e o axioma da escolha são indepen- 
dentes dos axiomas de Zermelo-Fraenkel põe a teoria dos conjuntos numa 
situação análoga à da geometria depois do aparecimento das geometrias não 
euclidianas, que tornou claro que o postulado das paralelas é independente 
dos demais axiomas de Euclides. Assim como há muitas geometrias, parece 
haver muitas teorias dos conjuntos. 
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Problemas 
2.1. Prove que ANB=AMANB). 


2.2. Sejam A,Bc X. (a) Prove que AN B = & se e somente se AC Bº. (b) 
Prove que AU B = X se e somente se Aº CB. 


2.3. Sejam ABC X. Prove que AC B se e somente se An Bº = 0, 
2.4. Dé um exemplo de conjuntos A,B, C tais que (AUB)NCA AU(BNC). 
2.5. Dados ABC X tais que ANB=Ge AUB=X, prove que B = Aº. 


2.6. Prove que se AC B então BN(AUC) = (Bn CU para todo conjunto 
C. Prove, ainda, que se existe C tal que a igualdade anterior é satisfeita, então 
AcB. 


2.7. Sejam A,Bc X. Prove que A= B se e somente se (ANBJU(A NB) =. 


2.8. Prove que (ANBJU(BAA) = (AUB) MANB). 


. À lista completa de referências, com plenos detalhes bibliográficos, encontra-se na Bibliografia 


no fim do livro. O símbolo * destaca obras cuja leitura é altamente recomendada. 


CarítruLo 2 — ConjuNTOS E FUNÇÕES 69 


2.9. Seja AAB a diferença simétrica dos conjuntos À e B, definida pela equa- 
ção (2.3). Prove que AAB = AAC implica B=C. 


2.10. Sejam A, B e C conjuntos. Determine X de modo que a equação 
(AAB)NC=(CVAAX 
seja uma identidade. 


2.11. Dados dois conjuntos X e Y, a regra de cancelamento a seguir não é 


válida: se XxY =X x Z então Y = Z. Enuncie e prove a regra correta. 


2.12. Considere a relação R definida da seguinte maneira no conjunto dos 
números reais: xRy se e somente se x— y € Q. (a) Prove que R é uma relação 
de equivalência. (b) Mostre que as soluções da equação xº-3x?+2=0 são 
representantes de apenas três classes de equivalência distintas. 


2.13. Considere uma função f: A— B. (a) Prove que f(XNY) 2 FOFO) 
quaisquer que sejam X,Y < A. (b) Prove que se f for injetiva tem-se f(XN 
Y)= f(X)Nf(Y) para todos os X,Y c A. 


2.14, Prove que a função f: A — B é injetiva se e somente se f(AAX) = FCA 
f(X) para todo X CA. 


2.15. Dada a função f: A— B, prove que: 
(a) f MU) DX para todo X c A; 
(b) f é injetiva se e somente se f 1(f(X)) = X para todo X c 4. 


2.16. Dada a função f: A — B, prove que: 
(a) ff MYNCY para todo Y CB; 
(b) f é sobrejetiva se e somente se f(f My)=Y paratodo YcB. 


2.17. Seja f uma função de Aem B. Se XcCAcYcB, prove que fXN 
ion = fedor. 


2.18. Seja (A;;) uma coleção de conjuntos com (i,)) ENIxN. Demonstre a 
igualdade 


ou refute-a por meio de um contraexemplo. 
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2.19. Seja X um conjunto infinito enumerável. Prove que a coleção dos sub- 
conjunto finitos de X é enumerável. 


2.20. Sejam X um conjunto infinito arbitrário e A um conjunto enumerável. 
Prove que X» AUX. 


2.21. (a) Prove que (0,1) — [0,1] de duas maneiras distintas: exibindo uma 
bijeção entre os dois conjuntos; usando o teorema de Schrôder-Bernstein. (b) 
Explique como estabelecer uma correspondência bijetiva entre R e o conjunto 
dos números irracionais. 


2.22. Prove que v2+ 2 é um número algébrico. 


2.23. Tendo em conta que 7 é transcendente, o que se pode concluir sobre 
va? E sobre mº? Sugestão: suponha que vT seja raiz do polinômio P(x) e 
note que o produto P(x) P(-x) = Q(x?), ou seja, é um polinômio par porque 
é invariante sob a troca de x por —x. 

2.24. Sejam X um conjunto infinito e Y um conjunto finito. Mostre que 
existe uma função sobrejetiva f: X — Y e uma função injetiva g:Y — X. 
2.25. Defina f:NIxN > Ni por: f(m,n) =2"-12n-1). Prove que f é uma 
bijeção. 

2.26. Seja X um conjunto e 2(X) a coleção dos subconjuntos de X. Que 
diferença existe, se é que há alguma, entre A€ P(X) e AC PAX) 


2.27. Se X é um conjunto finito com N elementos, prove que 2(X) tem 25 
elementos. 


2.28. Prove que [(Vx € AJPO)JA [(Vx E BJP(O] é equivalente a (Vx € AU 
BJ)P(x). 


2.29. Mostre que P(ANB) = P(A)n.P(B) para todos os conjuntos A e B. 
Mostre que, em geral, Z(AUB) £ P(A)JU PIB). 
2.30. Prove que o axioma da escolha decorre do teorema da boa ordenação 


de Zermelo. 


2.31. Com base nas ideias utilizadas na demonstração do Teorema 2.37 e 
numa identidade simples, prove que um número racional elevado a uma po- 
tência irracional pode ser irracional. 


Parte dl 


Tópicos de Análise 


Números Reais e Complexos 


Nos capítulos anteriores os números reais foram utilizados de modo informal, 
Deve-se a Richard Dedekind a primeira fundamentação rigorosa dos números 
reais (Dedekind 1963). Ele mostrou! como os números irracionais podem 
ser definidos a partir dos racionais por meio dos hoje chamados cortes de 
Dedekind. Adotaremos um ponto de vista diferente: estamos interessados em 
descrever como definir os números reais axiomaticamente. Às propriedades 
dos números reais são absolutamente cruciais para a análise matemática, e 
todas elas podem ser deduzidas dos axiomas que enunciaremos a seguir. Como 
alguns subconjuntos dos axiomas definem estruturas matemáticas de interesse 
próprio, costuma-se agrupar os axiomas conforme sua natureza. 


3.1 Axiomas Algébricos: Grupos e Corpos. 


Uma operação binária num conjunto A é uma regra por meio da qual se 


associa a cada par de elementos de A um único elemento de A. 


Definição 3.1 Uma operação binária num conjunto A é uma aplicação de Ax A 
em À. 


Definição 3.2 (Números Reais) O conjunto dos números reais R é um conjunto 


de objetos que satisfazem os Axiomas 1 a 13 descritos a seguir. 


Axioma 1 Existe uma operação binária em RR, denotada por + e chamada 


adição, que associa aos números reais x e y o número real x+y. 


1. Em 1858, mas suas ideias só foram publicadas em 1872. 
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ÁxIOMAS DA ADIÇÃO 

Axioma 2 Associatividade: (x +y)+z=x+(y+2) para todos os x,yzER. 
Axioma3 Comutatividade: x+y=y+x para todos os x,y ER. 

Axioma 4 Existência de elemento neutro: existe um elemento 0 € R, cha- 
mado zero, tal que x+0 =x para todos os números reais x. 

Axioma 5 Existência de simétrico ou inverso aditivo: cada xER possui um 
simétrico -xeRtalque -x+x=0. 


A diferença x — y de dois elementos de R é definida como igual à adição 
x+(-y), e à operação binária (x,y) —» x — y chama-se subtração. A partir 
destes axiomas prova-se facilmente que: (1) o zero é único; (ii) o simétrico é 
único; (1) x-y=2e x=y+z; (iv) vale a regra de cancelamento x + z = y+ 
2 x=y. Assim, todas as regras elementares relativas à soma e à subtração 
decorrem dos axiomas acima. 


ir h 3 big 
y ii 1 


t 


ti 
Il 


'Demonstre as. afirmações (a (19) do parágrafo anterior, 


Um conjunto munido de uma operação binária obedecendo aos Axiomas 
2a 5 acima constitui um grupo abeliano ou comutativo. Se a comutatividade 
for relaxada, os Axiomas 2, 4 e 5 definem genericamente um grupo. Assim, 
um grupo é um conjunto dotado de uma operação binária associativa e de 
um elemento neutro, também chamado identidade, tal que todo elemento do 


conjunto possui um inverso relativamente à referida operação binária. 


Axioma 6 Existe uma operação binária em RR, denotada por - e chamada 
multiplicação, que associa aos números reais x é Y o número real x: y (ou 
simplesmente xy). 


Axiomas DA MULTIPLICAÇÃO 

Axioma 7 Associatividade: (xy)z = x(yz) para todos os x,y zER, 
Axioma8 Comutatividade: xy = yx para todos os x,y ER. 

Axioma9 Existência de elemento neutro: existe 1 € R, chamado un, tal que 
1%0elx=x paratodo xeR. 


Caríruro3 — Números Reais E COMPLEXOS 75 


Axioma 10 Existência de inverso multiplicativo: cada x £ O em R possui um 
inverso x! ER tal que xx! =1. 


Se y £0, o quociente x/y de dois elementos x,y € R é definido como 
igual ao produto xy], e a operação binária (x,7) —» x/y chama-se divisão. À 
divisão por zero não está definida: x/0 não tem sentido. À partir destes quatro 
últimos axiomas prova-se imediatamente que: (1) o 1 é único; (1) o inverso 
é único; (1ii) se y £ O então x/y=2€ x= yz; (iv) vale a regra de cancela- 
mento xz=yz=> x= y sempre que z 0. Assim, todas as regras elementares 
relativas à multiplicação e à divisão decorrem destes quatro últimos axiomas, 


Da Gy) ido prio anterior 


Os números reais diferentes de zero formam um grupo abeliano relativa- 
mente à operação de multiplicação, com o 1 como elemento neutro e o inverso 
x! em lugar de —x. 

O último axioma algébrico relaciona as operações de adição e multipli- 
cação. 


Axioma 11 Distributividade: x(y+2)=xy+xz para todos os x,y,Z ER. 


Do axioma da distributividade decorrem algumas das principais regras da 
álgebra. Por exemplo, x0 = 0x = O para todo x € R porque x0 + x = x0 + 
x1= x(0+1) = x1 = x, que implica x0 = O pela regra de cancelamento da 
adição. Além disso, se xy = 0 então x=0 ou y = porque se x / O temos y = 0 
pela regra de cancelamento da multiplicação. As regras de sinais (-x)y = —XY 
e (=x)(-y) = xy também resultam da distributividade: (1) (-x)y+ xy = (-x+ 
Wy=0y=0> (oy=-xy>-(-3))) = xy, esta última implicacão 
sendo válida por causa da unicidade do simétrico; (ii) O = (-x)0 = (-x)X(-y + 
V=ep+ ey CO) =— (op) =x. 

Definição 3.3 (Corpo) Um corpo (field, em inglês) é um conjunto no qual estão 


definidas operações binárias de adição e multiplicação que obedecem aos Axiomas 2 
aseTali. 
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3.2 Axioma de Ordem: Corpos Ordenados 


Os números reais podem ser ordenados, e o próximo axioma serve de base 
para o estabelecimento de uma relação de ordem em R. 


Axioma 12. Existe um subconjunto P de RR, cujos elementos são chamados 
de números reais positivos, tal que: 
(1) Se xe y pertencem a P então x + Ye xy estão ambos em P. 
(11) Vale a Lei da Tricotomia: se x E R então exatamente uma das três possibi- 
lidades ocorre: xeP ou x=00u -xeP. 


Este axioma afirma que tanto a soma quanto o produto de elementos posi- 
tivos são positivos. Além disso, um elemento qualquer de R é positivo, zero ou 
o seu simétrico é positivo. Se denotarmos por —P o conjunto dos elementos 
=x com x € P, temos a decomposicão R = PU(-P)U40) dos números reais em 
três subconjuntos disjuntos. Os membros de —P são chamados de números 
reais negativos. 


Definição 3.4 (Corpo Ordenado) Um corpo ordenado é um corpo dotado de um 
subconjunto P que obedece ao Axioma 12. 


O Axioma 12 permite introduzir uma relação de ordem em R ou em 
qualquer corpo ordenado. 
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Definição 3.5 Sejam x e y elementos de um corpo ordenado K. 
(i) x>ysecesomentesex-yeP. 
(ii) x>yseesomentesex>y oux=y. 
(iti) x<yseesomentesey>x. 
(iv) x< y see somente se y =X. 


A desigualdade x > y (x < y) lê-se “x é maior (menor) que y” e a desigual- 
dade x > y(x< y) lê-se “x é maior (menor) ou igual a y”. 


Teorema 3.6 Dado um corpo ordenado K: 
(i) SexeKex£0 então x2>0. 

(ii) Sex>yentãox+z>y+2 Vx,ypzeK. 

(iii) Sex>yez>0 então xz>yz Vx,yzeK. 

(iv) Sex>yez<Oentãoxz<yz Vx,ypzek. 
Demonstração. Provaremos (1) e (iii), ficando o resto como exercício. (1) Pelo 
Axioma 12, se x%0 então xe Pou —-x e P. No primeiro caso x -xxePe, 
no segundo, XZ=xx=(-0)-(-s)eP.(m)Sex>yez>0entãox-yeP 
ez=z-0€P. Portanto, xy-xz=(x-y)zeP donde xy>xz. E 


Como 10 pelo Axioma 9e 1 =1-1 = 12, decorre do item (3) deste último 
teorema que 1 > 0. Em particular, o corpo Z2 do Exemplo 3.1.1 não é orde- 
nado porque 1+1 =0, o que viola o Axioma 12. Como 1 > 0 em todo corpo 
ordenado K, resulta que I<1+1<1+1+1<... eo subcojunto de K formado 
por esses elementos é infinito e pode ser identificado com o conjunto N dos 
números naturais. Considerando, a seguir, o zero e os elementos simétricos 
de N podemos encarar Z como subconjunto de K. Finalmente, considerando 
todos os elementos p/g= pq ! com gpceZe q%0, resulta que o conjunto 
dos números racionais Q pode ser visto como subconjunto de K. Em suma, 
dado qualquer corpo ordenado K temos as inclusões naturais NcZcQck. 

Num corpo ordenado é possível introduzir a importante noção de in- 


tervalo. 
Definição 3.7 Sejam abeRcoma<b. Definimos a seguinte notação: 


(ab)=ixeRia<x<bk labj=ixeRlasxsob; 


(abl=(xeRia<x<bk; labj=ixeR|a<x<b; 
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(Cosaj=ixeRix<a; (-ooal=ixeR|x<al; 
lgoo)=(xeR|a<x); (aoco)=fxeR|a<x; 


(-00,00) =R. 


Definição 3.8 Seja x um nimero real. Então 


XxX sex>0 
Ixl= 31 
-=x sex<0 


é o valor absoluto ou módulo de x. 


Por sua definição, |x| é não negativo e é o maior? entre os elementos 
xe-x: 
lxl=maxtx,—3. 32 


Portanto, |x|z x elxjz-x. Multiplicando esta última desigualdade por —1 
resulta 
—|xj<x< x. 3.3 


Teorema 3.9 
() See >0 então |x|<€ see somentese -e<x<e,e |x|<€ see somente se 
-€SX<e. 
(1) Ixyl=|x|yl para todos os x,y ER. 
(iii) Ix+ pl <Ixl+|yl para todos os x,y ER. 
Demonstração. Faremos apenas a demonstração de (iii), que consiste sim- 
plesmente em somar as inequações —|x|<x<|xe —|yl<y<|y] para obter 


—(ud+lyDb=sx+ysa+ly!. 


Pelo item (1), isto equivale à desigualdade (iii). E 


3.3 Axioma do Supremo: Corpos Ordenados Completos 


Para poder enunciar o último axioma que caracteriza o conjunto dos números 
reais, precisamos de algumas definições preliminares. 


- Por definição, se a = b então max(a,b) = a e o mesmo se aplica a minfa,b). 
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Definição 3.10 Ux: subconjunto não vazio X de R é dito limitado superiormente 
(inferiormente) se existe ac Rtalgue x<a(x=a) para todo xe X. O elemento 
a é chamado de cota superior (inferior) de X. 


Definição 3.11 Seja X um subconjunto não vazio de R. Um elemento a E R é dito 
supremo de X se é a menor de suas cotas superiores, isto é: 

S1 aéuma cota superior de X; 

82 Seb éuma cota superior de X então a < b. 

Um elemento a E R é dito ínfimo de X seéa maior de suas cotas inferiores, isto é: 
If aéuma cota inferior de X; 

D Sebéuma cota inferior de X então b< a. 


A segunda condição que caracteriza a como o supremo de X pode ser 
reformulada nos seguintes termos: se be Re b< a então existe xe X tal 
que x > b. De fato, se isto não fosse verdade concluiríamos que b é uma cota 
superior de X menor que o supremo de X. Também decorre da definição 
de supremo que se dois elementos a e a” satisfazem as condições S1 e S2 
acima então as a! e à < a, de modo que a = d. Portanto, o supremo de 
um conjunto X, se existe, é único e se denota por sup X. Às condições que 
caracterizam o supremo podem ser assim descritas: 

S1 xeX> x<supX; 
S2 x<b paratodo xe X > supX<b; 
S3 Se b<supX entãoexiste xe X talque x>b. 


Resultados inteiramente análogos, com os sentidos das desigualdades in- 


vertidos, valem para o ínfimo de um conjunto X, que se denota por inf X. 


Embora, intuitivamente, o supremo (ínfimo) de um conjunto de números 
reais comporte-se como se fosse o seu elemento máximo (mínimo), isto não 
deve nem pode ser levado ao pé da letra porque o supremo (ínfimo) de um con- 
junto não precisa pertencer ao conjunto, como acabamos de ver no Exemplo 
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3.3.1. Se sup X é um elemento de X, escrevemos sup X = max X; da mesma 
forma, escrevemos inf X = min X se o ínfimo é um elemento do conjunto X. 


Axioma 13. Todo subconjunto não vazio de R que é limitado superiormente 


tem um supremo em R . 


É este último axioma que distingue os números racionais dos reais. O 

conjunto dos números racionais tem “buracos”, ao passo que o conjunto dos 
q Ene e “ » : 

números reais é completo. Se houvesse um “buraco” na reta real, o conjunto 


de pontos à esquerda do “buraco” não teria supremo. 


não évagio (1 e X 
id de XY. Afirmamos equel X- IM 
ngi/dado um eleimento de X'sempre;e sã um outro, ele 
atá em UA. Seja xe X e conside) com in Tr 
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elemento máximo, ceiagameis dado ye Y 


pa % er su 
um máxidiio. Ma 
Mi pt 


Definição 3.12 Um corpo ordenado K é dito completo se todo subconjunto não 
vazio de K que é limitado superiormente tem um supremo em K. 


De acordo com esta definição, o conjunto dos números reais é um corpo 
ordenado completo. O axioma de completeza poderia ser expresso de forma 
equivalente em termos do ínfimo. 


Teorema 3.13 Todo subconjunto não vazio de R que é limitado inferiormente tem 
um ínfimo. 

Demonstração. Se X c R é não vazio e limitado inferiormente, considere o 
conjunto — X definido por 


—X=(-x|xe X). 


Mostremos que inf(X) = —sup (—X). Seja a uma cota inferior de x. Para todo 
xe X tem-se x > a que implica -x < —a, de modo que —a é cota superior 
de —X. Como —X não é vazio, existe -c = sup(-X). Desejamos provar 
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que c= infX, o que pode ser conseguido com os argumentos simples que 
se seguem. (a) De —x < sup(-X) = —c deduz-se x = c para todo xe X, de 
modo que c é cota inferior de X. (b) Se E é cota inferior de X então, para todo 
xe X, x>& queimplica -xs — para todo —x € (—- X). Como nenhuma cota 
superior de —X pode ser menor que sup (-X), segue-se que —& > —c. Logo, 
ê< c e fica estabelecido que nenhuma cota inferior de X pode ser maior do 


que c. Em suma, c é a maior das cotas inferiores de X. 


Há uma outra propriedade simples do supremo que merece ser destacada 
por causa de suas muitas aplicações. 


Teorema 3.14 Sejam A e B subconjuntos não vazios de R, ambos limitados supe- 
riormente. Seja A+ B o conjunto definido por 


A+B-=(x+y|xe A, ye B). 34 


Então 
sup(A+ B) = sup A+supB. 3.5 


Demonstração. Para simplificar a notação, sejam a = sup A e b=supB. Da 
definição de supremo temos x < a para todo xe Ae y< b para todo ye B. 
Portanto, x+y = a+ b para quaisquer xe Ae y € B, de modo que a + b é 
uma cota superior de A+B. Basta provar que esta cota superior é mínima, isto 
é, que dado e >0 existe ze A+B tal que z> a+ b—e. Mas isto é imediato 
porque existem xo € Atal que xo > a-€c/2e yo E Btal que yo > a-€/2, donde 
z=xw+y>a+rb-e E 


3.4 Algumas Consequências do Axioma do Supremo 


O axioma do supremo permite demonstrar rigorosamente algumas proprieda- 
des intuitivamente óbvias dos números naturais. 
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Teorema 3.15 O conjunto dos números naturais não é limitado superiormente. 
Demonstração. Suponha que N seja limitado superiormente. Como N não é 


vazio, tem um supremo q. Portanto, 
n<a Ynen. 3.7 
Pela definição de supremo, existe k € N tal que 
k>a-l, 


donde 
k+1>a. 


Como k+1 e N, isto contradiz (3.7), Logo, N não é limitado superior- 
mente. E 


Corolário 3.16 (Propriedade Arquimediana dos Números Reais) Se a e b 
são números reais positivos, existe n E N tal que na > b. 


Corolário 3.17 Para todo número real e > O existe ne N tal que lin<e. 


Surpreendentemente, nem todo corpo ordenado goza da propriedade ar- 
quimediana. O conjunto Q(t) das funções racionais r(t) = p(t)/q(t), onde p 
e q são polinômios em £ com coeficientes racionais e q não identicamente 
nulo, forma um corpo. É possível ordenar este corpo de tal maneira que nele 
o conjunto N é limitado superiormente (Lima 2004; p. 74). Segue-se que Q(t) 
não é um corpo ordenado completo, pois o axioma do supremo assegura que 
todo corpo ordenado completo é arquimediano. 

Os números racionais formam um conjunto enumerável denso em RR, isto 
é, existe um número racional arbitrariamente próximo de qualquer número 
real. Isto também é consequência da propriedade arquimediana dos números 
reais, como mostra O teorema a seguir. 


Teorema 3.18 Entre quaisquer dois números reais existe um ntmero racional. 
Demonstração. Consideremos primeiro o caso em que x e y são números 
positivos: 0< x < y. A ideia é multiplicar x e y por um número natural n a 
fim de “esticar” a diferença y — x de modo a tornar ny — nx maior que 1, o que 
força o “aparecimento” de um número natural entre nx e ny. Isto é sempre 
possível porque, pelo Corolário 3.17, existe n € Ni tal que 
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E < 
e == 
E y 


Além disso, pela propriedade arquimediana existe m € N tal que 
m>nx. 38 


Pelo Princípio da Boa Ordenação (Teorema 1.19), o conjunto dos números 
naturais maiores do que nx tem um mínimo, que continuaremos denotando 
por m. Segue-se que 


m-l<nx, 


caso contrário m—1 seria menor do que o mínimo. Somando as desigualdades 


m-1 
n 


1 
<xe-<y-x 
n 


resulta 
a 
ne 


Combinando este resultado com (3.8) resulta, finalmente, 
x<Lc 
pn 


como se queria demonstrar. Se y > x mas não tivermos 0 < x < y podemos 
reduzir a situação a este caso simplesmente considerando os números x+k e 
y+k com k EN suficientemente grande para que se tenha x+k>0. E 


Corolário 3.19 Entre dois números reais existe um número irracional. 


O axioma do supremo é essencial para a demonstração de muitos dos te- 
oremas fundamentais da análise. Como primeira ilustração importante, mos- 
tremos que a mesma construção do Exemplo 3.3.2 pode ser usada para provar 
a existência de raízes enésimas. 
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Teorema 3.20 Sea cum número real positivoen> 1 éum número natural, existe 
uma túnica solução positiva para 


denotada por Ya ou al'n, 
Demonstração. Unicidade. Da identidade 


2 y=(x- yet lat ye say yo) 39 


decorre imediatamente que se x e y são positivos e x” = y” então x = 7. 
Existência. Seja 
X=(x>0|x" <a). 


(1) O conjunto X não é vazio e é limitado superiormente, pois a = a/(a + 
DeXe 8=a+1 é uma cota superior de X. Para provar estas duas afirmações, 
note que, como 0< a <1,temos0<a”<a<a,de modo que q € X. Por 
outro lado, temos 8” > 8 > a porque 8 > 1. Pela identidade (3.9), se x é 
positivo e x > É então x” > 6” > a, de modo que x € X. Portanto, x = É 
para todo x e X, (111) Como X é não vazio e limitado superiormente, tem um 
supremo c = sup X. Há três possibilidades, a saber: (a) c” < a; (b) c” > a; (c) 
cf=a. 

Se c” < a consideremos c +€ e tentemos determinar € < 1 de modo que (c + 
e)” < a. Pelo teorema binomial, 


n 


(c+” = et enero [ 5 


] cerne per, 


Dee<1 resultact<e para k=2,3,... e temos 


(c+e)" < ct re[net 


n 5 
+| 5 je eme] =c+ell+09"-c"]<a 


desde que 
. a-c* 
€E< min À, aos 
tdo = er 
Portanto, creeX ec+e>supX, o que é uma contradição. 
Se c” > a queremos encontrar € > 0 tal que (c— e)” > a. O teorema binomial 


fornece 
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n 


(c-e)"=c"— nete+[ É 


] ces (-DTIncer later. 
Fazendo uma majoração trocando todos os termos positivos por quantidades 
negativas, teremos 


n 


(c-9">c"- ne” le- o 


eme. cne-e-et-enror-en >a 


desde que 
c"'-a 
E<— 
Q+c"-c" 


É fácil verificar que y=c-e>0. Segue-se que para todo x € X temos 
x" <a<y" com xe y positivos, o que implica x < y em virtude da identidade 
(3.9). Portanto, y é cota superior de X menor do que o seu supremo, o que é 
impossível. Portanto, vale a terceira hipótesee c?=a. E 


3.5 Unicidade dos Números Reais 


A noção de isomorfismo é muito importante na Matemática, e busca captu- 
rar a ideia de equivalência entre diferentes representações concretas de uma 
mesma estrutura abstrata. 


Definição 3.21 Dois corpos K e K” são ditos isomorfos se existe uma bijeção f : 
K>XK tal que, para todosos x, ye K, 


fuer)=fiomefyp e fay)=fu)efy), 


onde O e & denotam, respectivamente, as operações de adição e multiplicação em 


K”. Se os corpos são ordenados exige-se, ainda, que f satisfaça 
x<y => fl)<f(0), 
onde < denota a relação de ordem em K.. 


Um isomorfismo entre corpos ordenados é uma renomeação dos elemen- 
tos do corpo que preserva a adição, a multiplicação e a ordem. É de se es- 


perar que corpos ordenados isomorfos possam ser considerados equivalentes, 
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já que qualquer resultado válido num deles pode ser transcrito em termos 
dos elementos do outro. Um resultado importante assegura que, salvo por 
p gura q Pp 


isomorfismos, os números reais constituem o único corpo ordenado completo. 
Teorema 3.22 Todo corpo ordenado completo é isomorfo a R. 


À demonstração, que não é difícil de acompanhar mas é bastante longa, 
pode ser encontrada em Spivak (1994, cap. 30). 


3.6 Números Complexos 


Os números complexos são extremamente importantes tanto para a 
Matemática quanto para a Física. O teorema fundamental da álgebra garante 
que qualquer polinômio de grau n com coeficientes complexos tem exata- 
mente n raízes complexas (contando a multiplicidade de cada raiz). Por sua 
vez, tanto a equação de Schrôdinger quanto as relações de comutação fun- 
damentais da mecânica quântica dependem de modo essencial dos números 
complexos. Os números complexos costumam ser definidos axiomaticamente 
como pares ordenados de números reais. 


Definição 3.23 O corpo dos mímeros complexos C é o conjunto RxR munido das 
operações de adição e multiplicação assim definidas: 
(ab)+(cd)=(a+c,b+d);: 
(a,b) (c,d) = (ac— bd,ad + bo). 
É fácil verificar que € é um corpo cujo elemento neutro da adição (o zero) é 
(0,0) e cujo elemento neutro da multiplicação (o um) é (1,0). Seja S o subcorpo 


de € definido por 
S=((x,0)ixeRt. 


Comprova-se facilmente que a aplicação f:R — S definida por 
fG) = (,0) 


é um isomorfismo. Assim, podemos identificar S c R, o que permite consi- 
derar o corpo dos números reais como um subcorpo do corpo dos números 
complexos. 
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Definindo i = (0,1) resulta imediatamente que 
É =(0,(0,0=(-10)=-1 


em virtude da identificacão de (x,0) com x. Resulta que € não é um corpo or- 
denado porque num corpo ordenado —1 é negativo e o quadrado de qualquer 


elemento é positivo. Com a identificação de S e R podemos escrever 
(4,b) = (4,0) + (0,b) = (4,0) + (b,0) (0,1) = a + bi, 


que é a forma tradicional de expressar um número complexo. Dado um nú- 
mero complexo z = a+ bi dizemos que a é sua parte real e b é sua parte 
imaginária, e escrevemos a = Rez e b= Imz. O número complexo Z = a— bi 
é o conjugado de z = a + bi. 

Deve-se a Hamilton esta definição axiomática dos números complexos, 
que os desmistificou de forma definitiva (Eves 1990b). 

Embora € não seja um corpo ordenado, pode-se definir um valor absoluto 
em C cujas propriedades básicas são as mesmas do valor absoluto em R. 


Definição 3.24 O valor absoluto ou módulo |Z| do número complexo z = a+ bi 
com abeR é definido por 
lzal=ve2+b2. 


Teorema 3.25 O valor absoluto em C tem as seguintes propriedades: 
(i) Izl>0elzl=0Oscesomentesez=0; 

(%) |Rezl<|zl e IImzi< zl; 

(iii) ja = 22; 

(iv) Izzo] =mallzol; 

(o) Izn + zol<Ial+zol. 
Demonstração. Provaremos apenas (v). Note que Z122 é o conjugado de 2) Z>, 
donde Z1 22 + 21Z2 = 2Re (2122). Portanto, com o uso de (11) e (iv), temos 


la +22) = (a+a)li+Zz)=2Z+2 +22 +22 
2 2 
= lalf+lzal+2Re(zizo) 


< laP+Iz2+2allzl= (alla? 


e (v) resulta por extração da raiz quadrada. E 
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ove os itens: (1) a (iv) do: d enrema 3.25. Prove que qualquer número 
pode & ser escrito na forma polar 2 = qê!, opel 
Lembre-se de queei?.= cosg+i iséno: : 
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Problemas 
3.1. Sejam a,b,cd >0 com 5 < A Prove que 


a arc c 

—<-— <-, 

b b+d d 
Discuta o significado intuitivo deste resultado considerando um campeonato 
de futebol em que a média de gols do primeiro turno foi inferior à do segundo. 


3.2. Sea>0e bz a, prove que Vb > Va. 

3.3. Se a,b>0, prove que Va+b< Va+ vb. 

3.4. Dados dois números reais a e b, prove que 
care lp >2allb] Ve>o0. 


3. À lista completa de referências, com plenos detalhes bibliográficos, encontra-se na Bibliografia 
no fim do livro. O símbolo * destaca obras cuja leitura é altamente recomendada. 
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3.5. Se xe y são números complexos, prove que ||x|—|y|l = |x — 1. 


3.6. Prove que iz; +22+...+znl> |zil—zol—...—|zn] para todos os números 


complexos 21,22,...,Zp. 


3.7. Sejam x e y números reais positivos. Prove que: 
(M)r<yos xi>yi(br>0csx!>o()x<y <> x<ypara 
todo nen. 


3.8. A média geométrica de dois números reais positivos x e y é /X), ao 
passo que sua média aritmética é (x + y)/2. Prove que a média geométrica 
nunca é maior do que a média aritmética: XY < (x+)/2. Em que condições 


essas médias são iguais? 


3.9. A média harmônica de dois números reais positivos x e y é o número 
h definido por h”! = (x! + y1)/2. Mostre que a média harmônica nunca é 
maior do que a média geométrica. Em que condições essas médias são iguais? 


3.10. Sejam A e B conjuntos não vazios e limitados de números reais. Prove 
que se Ac B então inf A > infB e sup A<supB. 


3.11. Sejam X e Y conjuntos não vazios de números reais limitados superior- 
mente. Seja XY o conjunto de todos os produtos de elementos de X e Y, isto 
é XY=ixylxeXeyeY?. (a) O conjunto XY é limitado superiormente? (b) 
Encontre condições suficientes para que se tenha sup(XY) = (sup X)(sup Y). 


3.12. Sejam X e Y conjuntos não vazios de números reais. Defina o conjunto 
X-YporX-Y=Ix-yixeXeyeYi. Se Xe Y são limitados, prove que 


sup(X-Y)=supX-infY 


inf(X-YW =infX-supY. 


3.13. Seja X um conjunto não vazio e limitado de números reais. Dados os 
números reais a e b, seja Y = (ax + b| xe X3. Conjecture fórmulas para sup Y 


e infY em termos de sup X e inf X. Demonstre suas fórmulas. 
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3.14. Seja X um conjunto de números reais positivos com inf X > 0 e defina 
1 
Xxl=i=|xexl. 
[/2ea) 
Prove que 


1 
inf XxX” 


supX"! = 


3.15. Sejam A e B conjuntos não vazios de números reais tais que a < b 
sempre que ae Ae be B. Prove que sup A < infB. Prove, ainda, que sup A = 
infB se e somente se, para qualquer e > 0, existem ac A e be B tais que 
b-a<e. 


. é 1 1 - 
3.16. Considere a coleção de intervalos 1, = (1 ——,2+— | ,neN. Determine 
Um: ODM OU (DN. 
n=1 n=1 n=1 n=1 
3.17. Às vezes é conveniente atribuir um supremo e um ínfimo ao conjunto 
vazio. Neste caso, as convenções adotadas são 
supZ=-c e infZ=o00. 


Justifique estas definições. 


Sequências e Séries Numéricas 


A essência da análise matemática reside na noção de limite. Por mais de um 
século, desde a invenção (descoberta?) do Cálculo por Newton e Leibnitz, a 
noção de limite esteve envolta em obscuridade, confusão e controvérsia (Boyer 
1949; Edwards, Jr. 1982). Cauchy foi o primeiro a fundamentar as noções 
de continuidade e difenciabilidade numa teoria de limites. A moderna defi- 
nição puramente aritmética de limite, livre tanto da necessidade de represen- 
tação geométrica quanto da ideia física de movimento, deve-se a Weierstrass. 
Comecemos com o estudo de limites de sequências numéricas. 


4.1 Limite de uma Sequência 


Informalmente, uma sequência é uma lista de elementos ay, a2,43,... de al- 
q ] 3 
gum conjunto 4. À definição precisa é dada a seguir. 


Definição 4.1 Dado um conjunto A, uma sequência ou sucessão de elementos de 
A éuma aplicação do conjunto dos mimeros naturais em A, 


Estaremos interessados especialmente em sequências de números reais 
(sequências reais), caso em que em que o conjunto A é R. Também consi- 
deraremos sequências complexas, caso em que o conjunto A é C. Usaremos 
a notação (an) para denotar uma sequência, onde a representa a aplicação 
e an = a(n) é o seu valor em ne N. Outras notações são (an)? ,, (Gn)nen, 
(a1,G2,..) ou, ainda, [an]. O número a, é chamado de enésimo termo da 
sequência. À sequência não deve ser confundida com o conjunto de seus 
elementos. A aplicação a pode não ser injetiva, de modo que os elementos 


Gy ,ãp,... não precisam ser distintos. Toda sequência é infinita, mas o conjunto 
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dos elementos da sequência pode ser finito. No caso extremo da sequência 
constante (a,9,4,4,...) o conjunto de seus elementos é tal, formado pelo 
único elemento a. 


Se a partir de um certo valor de n suficientemente grande os elementos de 


uma sequência tornam-se e permanecem arbitrariamente próximos de algum 
número, dizemos que a sequência tem um limite. 


Definição 4.2 Seja (an) uma sequência de números reais (complexos). O numero 
real (complexo) a é limite da sequência (an) se para cada e > O existe um ntmero 
natural N tal que 

lan—aj<e 


para todon> N. 
Em linguagem simbólica: a é limite da sequência (an) se e somente se 
(Ve>0)INEN(n>N => |a;-al<e). 


Uma sequência que tem limite é dita convergente, e diz-se que ela converge 
para o seu limite. Uma sequência que não tem limite é dita divergente. No 
caso de uma sequência de números reais, para provar que a é o limite da 
sequência devemos mostrar que, por menor que seja o número positivo e, 
existe um número natural N a partir do qual todos os elementos da sequência 
pertencem ao intervalo (a-e,a+e€) da reta real. Além de an — a, usaremos 
as duas notações abaixo para indicar que (4n) converge para a: 


lim a;=limaç=a. 
n-00 
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Salvo menção em contrário, no presente capítulo a palavra “sequência” 
sempre se referirá a uma sequência de números reais. 

À fim de poder aplicar a definição de limite é precisar dispor de algum 
candidato ao limite. No caso da sequência a, = n/(n+1) do Exemplo 4.1.1, 
o suspeito óbvio é o número 1, já que para n muito grande o numerador e o 
denominador tornam-se praticamente iguais. Para provar a suspeita, note que 
dado e > O teremos 


no [je 1 
Ea ielgo aa 


=Ih=: < 
n+1 n+1 n+1 


desde que n>1/e—1. Portanto, se N > 1/€— 1 teremos lap -1|<€ para todo 
n> N, o que prova que a sequência n/(n +11) converge para 1. 

A definição de limite atende aos reclamos de nossa intuição, pois não 
permite que uma sequência convirja para dois limites diferentes. 


Teorema 4.3 Uma seguência tem no máximo um limite. 

Demonstração. Suponha que uma sequência (a) tenha dois limites a e à. 
Então, dado e > 0 existe M EN tal que lan — al <€ para todo n > NM. Da 
mesma forma, existe N> € Ni tal que la, — à| <€ para todo n > N». Portanto, 
se N=maxiN, Ne n> N temos 


lã-al=lan-a+ã-anl<|an—-al+|an— al<2e. 


Isto só pode valer para todo e > 0 se à = a, pois se |ã— aj > O basta escolher 
e=lá-— al!2 para que a desigualdade seja violada. E 


Definição 4.4 Uma sequência (an) é limitada superiormente se existe My ER tal 
que An < My para todo neN. Uma seguência é limitada inferiormente se existe 
Mo ER tal que an = Mo para todo nEN. Uma sequência é limitada se e somente 
se é Emitada inferiormente e superiormente. 
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“Tomando M = max!|M1|,|M,| vê-se que uma sequência é limitada se e 


somente se existe um número positivo M tal que lan! s M para todo nen. 


Teorema 4.5 Toda sequência convergente é limitada. 
Demonstração. Suponha que lima, = a. See =1 existe NE N tal que lay — 
al<1 para n> N. Portanto, 


lani=lan—-a+al<lan—al+jal<I+lal Yn>N 


e a escolha M = maxfjail,...,lanl,1 + laly assegura que |axl < M para todo 
nen. 1d 


A recíproca deste teorema não é verdadeira. Por exemplo, a sequência 
an = (1)? é limitada (lan! < 1) mas não é convergente. 


do Exercício 4.1 
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FM 


98 Convrre À Física MATEMÁTICA 


4.2 Propriedades dos Limites 


O cálculo do limite de uma sequência é facilitado pelo uso de suas proprieda- 
des algébricas. 


Teorema 4.6 Se (an) converge para zero e (bp) é limitada então (Anbn) converge 
para zero. 

Demonstração. Seja M>0 tal que ba] = M. Dado € >0 existe NEN tal que 
lan-al<elMsen>nN. Portanto, para todo n > N temos 


[o 
lânbn —0] =|anbal = an) bn! Ma =€ 


e a demonstração está concluída. E 


Teorema 4.7 Selima, = aelim ba =b então: 

(3) lim(a, + by) =lima,+limb,=a+b; 

(ii) lim(can) = clima, = ca VceR; 
(Gti) lim(anbo) = (lim a,)(lim b,) = ab; 
(iv) tim(52) - nf =2 se bz0. 
Demonstração. (1) Dado c > O existem Ny, No E N tais que lap — al <€/2 se 
n>Nelbn-bl<el2sen> No. Seja N=maxiN,,Nb). Então, se n> N 
temos 


lentba-la+bl=lan-a+bn-bislan-al+lba-bl<S+Õ=e, 


e isto prova (1). (11) Como o caso c = 0 é trivial, suponhamos c £ 0. Dado e > 0 
existe Ne N tal que ja, — al < Ta se n>N. Portanto, se n> N temos 


e 
— =€, 


lcan—cal=ic(an-a)l=lcllan—al< let = 


e isto prova (ii). (111) Por serem convergentes, (4) e (bn) são ambas limitadas. 
Usando a identidade aba — ab= (a, — a)bn + a(b, —b), ositens (i)e(i)eo 
Teorema 4.6 temos 


lim(a, bn — ab) =lim(a, — a)b, +lim a(ba-b)=0, 


de modo que lima,b, = ab. (iv) Por causa de (ii), basta provar que 
lim(1/b,) = 1/b. Como b% O, segue-se que b, = 0 apenas para um número 
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finito de índices e 1/by está definido a partir de um certo número natural n. 
Associado ao número positivo |bj/2 existe Ny EN tal que, para todo n> Mi, 
lba— bi <|bl/2. Portanto, se n> NM, 


Ib 1b| 
[bl=1b= bn + bol Ibn bl+ bad <!D+Ibal => Ibnl> 5. 


Dado € > O existe Np E N tal que |by — bl < Ib2e/2 para todo n > No. 
Consequentemente, se n > maxi N1,N>) temos 


Ibn-bl (2 2 |b? 
Ibn-bl< 5a 3 E=€ 


= [Ee bn 
ba b bba = ai “Ipê 


eaprova está completa. | 


tera Din? EA 
e 
34+limifa- limi/nê 
PE 24 Slim nt 
dá do Teglema 7. 


Definição 4.8 Uma sequência (an) é crescente se An+1 = Gn para todo neN.Á 
sequência é decrescente se An+1 < An para todo ne N. Uma sequência é monótona 
se é crescente ou decrescente. Se An) > An (An+1 < Gn) para todoneNa sequência 
é dita estritamente crescente (estritamente decrescente). 


Teorema 4.9 Toda sequência crescente e Emitada superiormente tem limite. Toda 
sequência decrescente e limitada inferiormente tem limite. 

Demonstração. Seja (an) uma sequência crescente e limitada superiormente. 
O conjunto de seus elementos (a; 42,43,...; é um subconjunto não vazio de 
R que é limitado superiormente, logo tem um supremo a. Por definição de 
supremo, dado e > 0 existe um elemento da sequência ay tal que ay > ae. 


Portanto, como a sequência é crescente, 


a-E<AN<S ANA <anN+<AN43<.. SA<ATE. 
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Portanto, lan — al <€ para todo n> N, o que prova que a sequência converge 
, n > 

para o seu supremo. Analogamente, prova-se que toda sequência decrescente 

e limitada inferiormente converge para o seu ínfimo. A 


Historicamente, foi a insatisfação de Richard Dedekind com a necessidade 
de recorrer a evidências geométricas a fim de estabelecer este último teorema 
que o levou à primeira construção rigorosa dos números reais (Dedekind 


1963). 


ei 


da inferio 
elo cs 


IR 


CaríruLo 4 — SEQUÊNCIAS E SÉRIES NUMÉRICAS 10] 


nt2 dx Los 


102 Convrrz À Física MATEMÁTICA 


Teorema 4.10 (Teorema do Confronto) Se as sequências (an) e (Cn) conver- 
gem para o mesmo limite Le an <br <cn para todo n EN, então (by) também 
converge para L. 

Demonstração. Dado € > 0 existem NrNpoeNtaisqueL-ec<an<L+e,se 
n>M,eL-e<cn<L+e,sen> No. Portanto, se n > max£Ny, No) temos 


L-e<an<bh<Q<L+e=> lbna-Li<e 
ea demonstração está completa. E 


Por motivos óbvios, o teorema do confronto também é conhecido infor- 
malmente como teorema do sandutche. Na verdade, se (ay) € (Cn) convergem 
para o mesmo limite, basta que exista NE N tal que àp = bp < cn para todo 
n> N para que a conclusão do Teorema 4.10 permaneça válida. 


= Vl satisfig j 
= VDIVR ET +) 


“Exemplo Ph) a 
HA stquê ia 


js 
ie 
um 


ei 


43 8 ubsequências e Teorema de Bolzano-Weierstrass 


Dada uma sequência 


1, 42,03,04,05,06,07,... 


obtemos uma subsequência excluindo termos da lista acima para obter, por 
exemplo, 


2, 44,06, Ag, Ag, Ao, Aja... 


em que todos os termos ímpares foram excluídos. 
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Definição 4.11 Dada uma sequência (an), seja f:N — N uma função estrita- 
mente crescente, isto é f(n+ 1) > f(m) para todoneN. A sequência (a r(m)) é dita 


uma subsequência de (an). 


oo 1m- 
k=1 ou sm 


Uma subsequência de (an) costuma ser denotada por (Gn, 
plesmente (Gn), onde np = f(k) cm m<n<ng<... Uma sequência 


divergente pode possuir subsequências convergentes. 


1 god] 
Epa 878 qi1O... 


IA, 
Er 


Teorema 4.12 Seja (an) uma sequência que converge para a. Então toda sub- 
sequência de (am) converge para a. 

Demonstração. Dado € >0 existe NEN tal que lay — al <c para todo n> N. 
Como ny > k, resulta que se k > N então ny > N, que implica lan, — al <e. 


Isto mostra que (an,) converge para a. R 


O resultado a seguir tem muitas consequências importantes e depende da 


completeza dos números reais. 


Teorema 4.13 (Bolzano-Weierstrass) Toda sequência limitada de números re- 
ais tem uma subsequência convergente. 

Demonstração. Seja (xn) uma sequência limitada de números reais com ag e 
bo seus limites inferior e superior, respectivamente. Assim, todos os elementos 
da sequência pertencem ao intervalo fechado Jo = [ay,bo]. Uma subsequên- 
cia convergente pode ser extraída pelo engenhoso método de bissecção de 
Bolzano-Weierstrass. Primeiramente bisseccionamos fp nos dois intervalos 
fechados [co (ão + bo)/2] e [(ao + bo)/2, bol de mesmo comprimento (bo — 
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49)/2. Um destes dois intervalos, que chamaremos de 1, contém um número 
infinito dos elementos xn, dos quais selecionamos um elemento Xm- Note 
que A = [41,b/] c fo, de modo que a; > ao e bi < bo. Em seguida bisseccio- 
namos 71 de modo a obter um intervalo 1 = [az,b2] ch cujo comprimento 
é (bo— aq)/2? e que contém um número infinito dos elementos x,, dos quais 
selecionamos um elemento Xn com n2 > nj. Prosseguindo desta maneira, 
obtemos uma sequência de intervalos encaixados h>h>2b>B>-- tal que 
cada intervalo 1, = [ay, by] contém Xny € 


bo— ag 


by—-ar= 2E 


Como Jem € Ik segue-se que ak, 2 Gy e bpsy < by. Portanto (ay) é uma 
sequência monótona crescente e limitada superiormente por bo, ao passo que 
(by) é uma sequência monótona decrescente e limitada inferiormente por do. 
De acordo com o Teorema 4.9 as sequências (ay) e (by) são ambas convergen- 
tes, e convergem para o mesmo limite porque 


. - by-a 
lim be = lim ay + lim Do 
k-oo k—oo 


= lim ap. 
k>00 DK k-oo k 


Como 


AS Xn, Sb, 


a subsequência (xn,) é convergente pelo teorema do confronto. À 
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4.4 Seguências de Cauchy 


De acordo com Definição 4.2, para demonstrar que uma sequência converge 
precisamos conhecer o seu limite ou dispor de um candidato a limite. No 
caso de sequências monótonas basta provar que elas são limitadas para a 
convergência ficar estabelecida, mas este critério não se aplica a sequências 
arbitrárias. O ideal é dispor de um teste de convergência que seja aplicável a 
qualquer sequência e que não dependa da posse de informações a respeito do 
limite, mas tão somente das propriedades intrínsecas da sequência. Existe um 
teste com estas características que se baseia no critério de convergência de 
Cauchy, que constitui-se numa condição necessária e suficiente para que uma 
sequência convirja. 

O que caracteriza uma sequência de Cauchy (an) é a propriedade dos seus 
elementos de tornarem-se e permanecerem arbitrariamente próximos uns dos 
outros para n suficientemente grande. 


Definição 4.14 Uma sequência (an) é dita sequência de Cauchy se para todo 
€>0 existe NEN tal que 


lam— Anl<e 


para todososm,n > N. 


Teorema 4.15 (Critério de Cauchy) Uma sequência de números reais é conver- 
gente se e somente se é sequência de Cauchy. 

Demonstração. Necessidade. Seja (an) uma sequência convergente cujo limite 
é a. Dado e > 0 existe N E N tal que lan — al <e/2 para todo n> N. Portanto, 
para todos os mn > N, 


e e 
Im — Gul=lam— à (an — )| Sm —al+lanal< 5 + =€, 
de modo que (an) é sequência de Cauchy. 
Suficiência. Seja (4) uma sequência de Cauchy. Mostremos primeiro que (a) 
é limitada. Associado a e = 1 existe NEN tal que lam — Anl< 1 se mn > N. 
Portanto, para todo m > N. 


laml=lans + (am — ansÚl< lana + lam— ansil<lanal+. 
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Tomando M = maxtla|,....laxl.lansi] + 1 resulta que lanl < M para 
todo n E N, estabelecendo que (a,) é limitada. Pelo teorema de Bolzano- 
-“Weierstrass, (an) possui uma subsequência convergente (4n;). Resta provar 
que uma sequência de Cauchy converge sempre que possui uma subsequência 
convergente. Como (an,) converge para um certo número a, dado € > O existe 
N EN tal que lan, —al<e/2 para todo k > Ni. Por outro lado, como (gn) 
é sequência de Cauchy, existe N> € N tal que lan — Any <€!2 para todos os 
n,nk > No. Portanto, escolhendo k > N tal que ny > No temos 


lan— al= lan — An, + Any —al 


<slan-— anil+lan, — al 


m 


ja 
<=+ 


ll 
MR) 


para todo n > Nb. Portanto, (ay) converge paraa. E 


Corolário 4.16 Uma sequência de números complexos é convergente se e somente 
se é sequência de Cauchy. 


Demonstração. Seja (Zn) = (Cas Yn)) uma sequência de Cauchy de números 
complexos, De 


im Xnl<Izn—Znl e Iym—Ynl<IZm-—2Znl 


segue-se que (Xn) e (yn) são sequências de Cauchy de números reais. Logo, 
(Xn) e (Yn) são convergentes com limites x e y, respectivamente. Para todo 
€>0 existem NM, No EN tais que xp — x] <c/v2,sen> Ny elyn-yi<e/v2 
se n> No. Portanto, sez=(x,))en> maxtNy,N5), 


2 2 
Izn—2l=V(1n—-0)2+0n—y)?2< +57" 


de modo que (Zn) converge para o número complexo z. À necessidade prova- 
-se do mesmo modo que no caso real. E 


Um conjunto dotado de uma noção de distância (métrica) entre os seus 
elementos e no qual toda sequência de Cauchy é convergente é chamado de 


espaço métrico completo. Os espaços métricos serão discutidos de forma geral 
no Capítulo 8. 
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4.5 Limites Superior e Inferior 


Há dois limites generalizados, chamados de limite superior e limite inferior, 
» À 
que existem para sequências limitadas, mesmo que não sejam convergentes. 


Se (an) é uma sequência limitada, seja 


An = SUplan, Anr1,An+2 


Como 


suplan+1, An+2,4n+3--:) <SUPÍAR, Ap, An+2o ee 


segue-se que a sequência (&,) é monótona decrescente. Como (Zn) é limitada 
porque (an) é limitada, resulta que (Ar) é convergente. Analogamente, 


=inflan, Any An+2 3 


é uma sequência limitada e monótona crescente, logo convergente. 


Definição 4.17 Dada uma sequência limitada (an), seu limite superior é 


limsup a, = lim sup(an, An+1,Gn+2,.. += lim an 
n—00 n=00 n-00 


e seu limite inferior é 
liminfa, = lim inffan, An+1,Qn+2,.. 4 = lim a,. 
n-00 n-—o0 n—o00 


Em vez de lim sup e liminf escreveremos simplesmente lim sup e liminf. 
n-00 nE+00 


As notações lim e lim também são usadas em lugar de limsup e liminf, 


respectivamente. 
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Teorema 4.18 Se (an) éuma sequência limitada então 


liminfa, <limsupa, 
n-00 n->00 


e a sequência é convergente se e somente se 


limsupa, = liminf a,. 
n—o0 n=00 


Demonstração. À primeira parte resulta imediatamente de a, < Gn e do 
Exercício 4.2.1. Suponha que limsup a, = liminfa, = a. Como A, Sans 
Gn segue-se que lim a, = a pelo teorema do confronto. Reciprocamente, su- 
ponha que lim a, = a, de modo que para todo e > O existe NE N tal que 


| | € fa Ns 
An-al<- => a--<an<a+- 
E 2 Bro 2 
para todo n> N. Logo, se n> N, temos 


e e = 
a-€< ars <SSUplan,AnrbAnsD, SS a+ z <a+e > |ãp—al<e, 


com resultado análogo para a,. Portanto, limsupan=liminfan=a. E 


4.6 Séries Numéricas 
A fim de dar sentido a uma soma infinita de números precisamos investigar as 


propriedades de convergência das séries numéricas. 


Definição 4.19 Seja (a,) uma sequência. Para cada ne N seja 


n 
Sn=m+a+-+an=> ap. 
k=1 
Uma série numérica, série infinita ou simplesmente série é um par ordenado de 


sequências ((an) (Sn). 


Diz-se que a, é o termo geral e que (sn) é a sequência das reduzidas ou 
das somas parciais da série. As notações 


oo 
Dan, Dan e ata+rag+- 
n=1 
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serão usadas tanto para denotar a série quanto a soma da série, quando esta 
existe. Frequentemente consideraremos séries da forma Do tm, cujo pri- 
meiro termo é ay em vez de ay, ou poem an, Cujo primeiro termo é ap com 
pen. 


Definição 4.20 Seja JC | an uma série numérica. Se a sequência (Sn) de suas 
n=1 g 
ns É Gado 
somas parciais converge para s, dizemos que a série * =, Gn converge para s ou 


que a série tem soma 5, e escrevemos 


Se a sequência de suas somas parciais diverge, dizemos que a série diverge ou é 
divergente. 


=Traratra so 
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Teorema 4.21 Se uma série é convergente o seu termo geral tende a zero. 
Demonstração. Basta notar que lim a, = lim(s, — sn) =lims, —lim MIS 
s-s=0. E 

À recíproca deste teorema não é verdadeira, e o contraexemplo clássico é 


a série harmônica, 


Exemplo 4: Ha 
séria, harmônica 
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Teorema 4.22 Sejam X an e X bn séries convergentes e c um número real qual- 
quer. Então as séries (an + bn) e Dcba também são convergentes e suas respectivas 


somas são 


Dlantbi)=D ant) bn e Dcba=c5 bn. 


Demonstração. Conseguência imediata das propriedades aritméticas do li- 
mite de sequências aplicadas às sequências de somas parciais das duas sé- 


res. 


Séries de Termos Positivos 
As séries cujos termos são todos positivos são particularmente simples de 


tratar, pois se an > O para todo n então 


ol 
z An=atratag+ 
n=) 
ou é convergente, se for limitada, ou diverge para +00. 
SeX ane X by são séries de termos positivos com àp < Dn para todo ne N, 
dizemos que a série » an é dominada ou majorada pela série X by. Diz-se 
também que a série 5 bn é uma majorante da série 3 ap. 


Teorema 4.23 (Teste da Comparação) Sejam 3 an e X bn séries de termos po- 
sítivos com An < bn para todo neN. 
(i) Se X bn converge então 3 an também converge Lan<>ba. 
(ii) Se 3 an diverge então » bn também diverge. 
Demonstração. (1) As somas parciais 


n=a++tan 


<by++by 
<> bn 


constituem uma sequência monótona crescente e limitada superiormente. 
Portanto, E an = lims, existe e L an <X bn pelo Exercício 4.2.1. (11) Se X bn 
convergisse então a série J an também convergiria peloitem (1). 


Na verdade, basta que exista N € N tal que a, < by para todo n > N para 
que as conclusões do teorema sejam válidas. 
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“Exemplo 3 ii do 
Oniinero e: Por definição, sê 


fi 


tt 


E 


Teorema 4.24 O número e é irracional. 
Demonstração. Usaremos redução ao absurdo. Suponha que e seja racional: 
e=p!q com p,q EN. Como 2<e<3, necessariamente q > 2. Podemos 


escrever 


E 
e=l+l++— +Rg 
g! 


onde o resto Rg pode ser estimado da seguinte maneira: 


1 1 1 1 1 1 

+ + +e-< [+ + aeio 
g+Dl (g+2)! (9+3)! (g+D! q+1 (g+1) 
a Lo 1 qg+1 1 
+ Did (G+D! q ga 


+ 


14 
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Logo, com e = p/q, temos 


1 1 1 
o<L-(1+1+ das Je 
g 21 ! 
Mbultiplicando esta inequação por g! resulta 


q! 
0<plg-Di-(gtrate Ta 


número inteiro 


que é um absurdo, pois afirma a existência de um número inteiro compreen- 
didoentre0el/2. N 


Euler foi o primeiro a estabelecer a irracionalidade de e, em 1737, por 
argumento diferente do exposto acima. É muito mais difícil demonstrar que 
A é irracional, e o primeiro a fazê-lo foi Johann Lambert, em 1761. Bascada 
numa representação de tan x como fração contínua, a prova de Lambert pode 
ser encontrada em Hairer & Wanner (1996). Spivak (1994) e Figueiredo 
(2011) apresentam uma prova moderna da irracionalidade de 7. 


Convergência Absoluta e Convergência Condicional 

Definição 4.25 A série 5 an é dita absolutamente convergente se > lan] é con- 
vergente. Se X an é convergente mas > lan] é divergente, diz-se que série D an é 
condicionalmente convergente. 


Teorema 4.26 (Critério de Cauchy Para Séries) 4 série San é convergente se 
e somente se para todo € > O existe N EN tal que 


lana + Ana ++ Anrpi<e 


para todo n> Ne todo número natural p. 
Demonstração. Basta aplicar o critério de Cauchy (Teorema 4.15) à sequên- 
cia de somas parciais (sn) com m=n+p. E 


Teorema 4.27 Toda série absolutamente convergente é convergente. 
Demonstração. Suponha que lan seja convergente. Pelo critério de 
Cauchy, para todo e > 0 existe NEN tal que 


Hanml+lâml+-+ampli<e => lanal+lanal+---+Qnepl<e, 
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para todo n > N e todo número natural p. Portanto, 
Ian + Ano ++ Anrpl<lanml+lanal+:+lanpi<e, 


para todo n > N e todo número natural p. Segue-se que a série Da, é 
convergente porque também satisfaz o critério de Cauchy. E 


Testes de Convergência ita 
Teorema 4.28 (Teste da Razão ou de d'Alembert) Se limsup EN =La 
série 3 An: 
(a) converge absolutamente se L< 1; 
(b) divergeseL>1. 

O teste é inconclusivo se L=1. 
Demonstração. Se L<1 seja ctalqueL<c<1. Façamos by = lanl'lanl, 
de modo que limsupb, = L <c. A partir de um número natural suficiente- 
mente grande N todos os elementos da sequência (bn) ficam abaixo de c, isto 


6, 
lan 
lan! 


c => |anal<clanl, 


donde 
2 
lan+pl<clansp-l<cólansp-al<:<cPlanl. 


Logo, a partir de n= N a série Y an| é dominada pela série geométrica 
convergente »p- c”lan!. Pelo critério da comparação, 3 ay é absolutamente 
convergente. Se L>1 tome ctalque I<c<L. À partir de um certo número 
natural N, todos os elementos da sequência (by) ficam acima de c, isto é, 


láp+al 


>c — lannl>clanl. 
tanl 


Deduz-se, agora, que lan+p| > cPlawl e a série X ap é divergente porque o 
seu termo geral não tende a zero. Os argumentos anteriores falham se L=1 e 


nada se pode concluir a respeito da convergência da série. E 


emp 


Considere a série 
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Teorema 4.29 (Teste da Raiz ou de Cauchy) Selimsup (a, = L então a sé- 

neD An: 

(a) converge absolutamente se L<1; 

(b) diverge se L>1. 

O teste é inconclusivo se L=1. 

Demonstração. Se L<1, seja ctal que L<c<l. A partir de um certo 

número natural N temos Yan] < c. Logo, para n> N, lanl< c” e a série 
n=n41 14nl é dominada pela série geométrica convergente DE 4,1 €”. Pelo 

critério da comparação, 5 an é absolutamente convergente. Se L > 1 existe c 

talquel<c<1 tal que, a partir de um certo número natural N, an] > c 

donde la,;| > c”. Segue-se que a série an é divergente porque o seu termo 

geral não tende a zero. Os argumentos anteriores não se aplicam se L=1 e 

nada se pode concluir a respeito da convergência da série. E 


O teste da raiz é mais potente que o teste da razão. Isto pode ser provado 
de modo geral (Ávila 1999, p. 59-60; Lima 2004, p. 142), mas vamos nos 
contentar com um exemplo. 
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Arlo Re 
= E 2; um ar e Pl aidildaea 
En é ao “Br. 


Teorema 4.30 (Teste da Integral ou de Maclaurin) Seja f uma função posi- 
tiva, decrescente e integrável em qualquer intervalo da semirreta real positiva. 
Então 


n 
fest+ fem)< | flldx<fFD++fmn—lD (+) 
easérie > f(n) converge ou diverge conforme a integral fe fOd)dx seja conver- 


gente ou divergente para R— 00. 
Demonstração. Como f(k)<f(x)<f(k-1)parak-1<x<k,temos 


k k k 
rm=[ fnde< | fooda< | flk-Ddx= fk-1. 
k-1 k-1 k1 
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Somando sobre k de 2 até n resulta (+). Pelo critério da comparação, a sé- 


rie 5 f(n) converge ou diverge conforme a convergência ou divergência da 
integral f fl)dxparan->oo. 


antas 


“que con 


“definida pa Us complexo e a série acima que define Us) é meet e 
Es>1 


A função zeta de Riemann pode ser estendida a todo o plano complexo 
como uma função meromorfa (Ahlfors 1981; Lins Neto 1996) e desempenha 
um papel central nas aplicações da análise complexa à teoria dos números. A 
hipótese ou conjectura de Riemann é um dos grandes problemas em aberto 
da matemática atual (é um dos famosos 23 problemas de Hilbert). A função 
zeta tem zeros nos inteiros negativos pares, conhecidos como zeros triviais. 
A hipótese de Riemann diz respeito aos zeros não triviais, e afirma que a 
parte real de qualquer zero não trivial da função zeta é 1/2. Em 1912, G. H. 
Hardy provou a existência de uma infinidade de zeros sobre a /inha crítica 
Res = 1/2. Embora se acredite que a conjectura de Riemann é verdadeira, 
ninguém conseguiu provar que todos os zeros não triviais situam-se na linha 
crítica. À função zeta de Riemann é usada na Física para regularizar certas 


séries divergentes que ocorrem na teoria quântica de campos. 
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a, é 
Teorema 4.31 (Critério de Raabe) Se lim nf -! it |) =L então a série 
n-0c0 a 
Lan: E 
(a) converge absolutamente se L > 1; 


(b) diverge ou converge condicionalmente se L <1. 
O critério falha se L=1, 


Omitiremos a demonstração deste teorema, que pode ser encontrada em 
Dienes (1957, p. 78). Note que, no caso de uma série de termos positivos, 
ocorre a divergência se L < 1. Se a série não tem somente termos positivos, 
o critério de Raabe afirma apenas que se L < 1 a série não é absolutamente 
convergente, podendo convergir condicionalmente. 


ii 


Finalmente, consideremos um critério devido a Gauss que é um pouco 
mais difícil de aplicar mas tem a vantagem de ser sempre conclusivo quanto à 
convergência absoluta. 

lana o E 


€, 5 
Teorema 4.32 (Critério de Gauss) Se o 1->+ = e a sequência (Cn) 
Gn n 


é limitada, então a série An: 
(a) converge absolutamente se L > 1; 


(b) diverge ou converge condicionalmente se L<1. 


CaríruLo 4 — Sequências E SériEs NUMÉRICAS 19 


Uma demonstração deste teorema pode ser encontrada em Dienes (1957, 
p. 78). 


mos testes da taz; 


né +Bnr4=(4n+3 


ANE +Bn+4 
An+3 


“Ant +Bn+4 
(4n2 rámim 


tum da 


E 


Ii 


º ii 
it 


série é “divergent 


Séries Alternadas 


Definição 4.33 Uma série é dita alternada se seus termos trocam alternadamente 
de sinal, 


Teorema 4.34 (Teste de mara Seja (an) uma sequência decrescente que 
tendeazero:m =G 2432: ea, — 0. Então a série alternada DX (— Da, 


converge. Além disso, o erro cometido ao se tomar alguma reduzida como aproxi- 
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mação da soma da série é, em valor absoluto, menor ou igual ao valor absoluto do 
primeiro termo desprezado. 

Demonstração. Notemos, inicialmente, que a, > O para todo n porque (a,) 
tende a zero de forma decrescente. À ideia essencial da demonstração consiste 
em considerar separadamente as reduzidas de ordem par e de ordem ímpar e 
mostrar que ambas convergem para o mesmo limite. As reduzidas de ordem 


par e de ordem ímpar são, respectivamente, 


Son=(ar— ao)+ (ag — ag) ++ (a2n-1 — Gon) 


Sonsr= 0 — (ao — ag) — (ay — as) —-:"— (don — Gon). 


Destas expressões vê-se que (s2n) é monótona crescente e (s2n+1) é monótona 
decrescente. Além disso, 


S2n = S2n+1— A2n+1 E S2n+41 S A. 


Portanto, (s2n) converge para um certo número s porque é monótona cres- 
cente e limitada superiormente. Segue-se que 


lim s2n+1 


lim (s2n + G2n+1) 
n>00 n-—00 


lim sz, + lim azn+1 
n—oo0 n>00 


NH 


8. 


Como tanto as reduzidas de ordem par quanto as de ordem ímpar convergem 
para o mesmo limite s, a série converge para s. Para estimar o erro cometido 


ao se truncar a série, note que 
Sn ESSE Sp+ € Snr2 ESSES Sn+1 


porque (524) é monótona crescente, ($2n+1) é monótona decrescente e ambas 
convergem para s. Estas últimas as desigualdades conduzem a 


D<s—-S9n<SSn41—S2n=Gn+1 € 0<Sp,1—S<Sn4]—S2n+2=G2n+2- 


Isto prova que |sn—s|< an, paratodon. À 
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Rearranjos de Séries 

Encerremos com um alerta para os cuidados que devem ser tomados no uso 
da propriedade de comutatividade da adição para séries infinitas. A comutati- 
vidade da adição está assegurada somente para a soma de um número finito de 
termos, e não se pode garantir a priori que a mudança da ordem dos termos 
de uma série não afete a sua soma. 


oo oo 
Definição 4.35 Um rearranjo da série >) an é a nova série > asm onde f': 
n=1 n=1 


N>N éuma bijeção. 

Qualquer rearranjo de uma série absolutamente convergente tem a mesma 
soma que a série original (Lima 2004, p. 151). O mesmo não se pode dizer de 
séries que só convergem condicionalmente. 
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ma 


Se você está surpreso com este exemplo, ainda mais surpreendente é um 


resultado geral devido a Riemann. 


Teorema 4.36 (Riemann) Seja Dan uma série condicionalmente convergente. 
Então existe um rearranjo de D an que converge para qualquer número real arbi- 
trariamente escolhido. Também existem rearranjos da série que divergem para +00 
e para —o0. 

A demonstração deste notável teorema não é particularmente difícil e pode 
ser encontrada, por exemplo, em Dunham (2005, p. 112) ou Lima (2004, 
p. 151). 

Finalmente, é permitido associar termos de séries convergentes, mesmo 
quando a convergência é apenas condicional. À razão disto é que associando 
termos pela introdução de parênteses resulta uma sequência de reduzidas que 
é uma subsequência das reduzidas da série original. Mas se uma sequência 
converge para s qualquer uma de suas subsequências converge igualmente para 
s, de modo que a soma dos termos de séries convergentes é associativa. 
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Problemas 


4,1, Prove que uma sequência de números inteiros é convergente se e somente 
se a partir de um certo número natural N todos os elementos da sequência 
forem iguais a um dado número inteiro. 


4.2. Exiba uma sequência (an) que satisfaz lim jan, — An] = O mas não é 
n->00 
uma sequência de Cauchy. Não basta, portanto, que os termos consecutivos 


se aproximem indefinidamente para que a sequência seja de Cauchy. 


4.3. Seja a um número real qualquer. Prove que 


im — =0. 
n>00 n! 
Prove, também, que 
n! 
lim — =0 
n>00 nt 


4.4. Considere a sequência (ay) definida por a = 0, az =1 e Qns2 = Qual + 
az. Discuta a determinação do limite de (ap) descrita a seguir. Seja a = 


lim a,. Então 
n—00 


a= lim a,,2 = lim (ag + a) = lim an + lim az =a+a, 
n>00 n=>00 n—00 n-00 
donde a = 0. 


4.5. Seja (an) uma sequência de termos positivos com limp-c An = 4 >0. 
Intuitivamente, qual deve ser o valor de lim, oo al! "22 Prove sua conjectura. 


4.6. Sabendo que lim, .co(L + 1/n)” = e, determine os seguintes limites: 
E 


, 


(a) lim (1 + 


pm (1+ 5)" 


(tim (14 1”, 
É 


n>00 


(1+ 
(d) lim (1+5 =); 


n>00 
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: E 

jm (+) 
s 19? 

O jm (+55) 

4.7. Seja (an) a seguência definida por a =0 € 


1 
An+1 = Ant (a- dh), O<a<l. 


Prove que a, converge e determine o seu limite. Sugestão: comece mostrando 
que que 0 sap <1 para todo n. 


4.8. Sejam a e x números reais positivos e seja (a,) a sequência positiva 


definida por 
% 


1 
a=a, an=;[ân-1+ ) para n=2. 


Un 


(a) Prove que a, partir do segundo termo, (an) é uma sequência decrescente. 


Sugestão: comece provando que a? > x se n> 1. (b) Prove que (an) converge 


para x. 


4.9. Prove que a sequência (ay) definida por a =1 e 
1 
An+1 = Ap + Rd 12,3% 
An 
é ilimitada. 


4.10. Prove que a sequência 


1 1 1 
An=-+—— +eetp— 
no n+l 2n 


é convergente e que seu limite pertence ao intervalo [1/2,1). 


4.11, Seja (x») a sequência definida por 


Xn- + Xn-2 


x=a,%=b,Xn= E) 


para n=3, 


onde a e b são números reais. (a) Prove que (x,) é uma sequência limitada. (b) 
Prove que a relação de recorrência que define x, para n = 3 admite soluções 


da forma xy = À”. (c) Prove que 
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a+2b b-a(-1) 

É + + 

3 3 2r-2 
para todo n E N e determine o limite de (xp). 


4.12. Dada uma sequência (ar), seja (Sn) a sequência das médias aritméticas 


de (ay): 


ata++tan 
n , 


Sn= 


Prove que se (an) converge para a então (s,) também converge para a. Mostre 
que a recíproca não é verdadeira. 


4.13. (a) Se (an) é uma sequência de termos positivos que converge para a, 
prove que Yara»... também converge para a. Sugestão: tome o logaritmo 
e use o resultado do problema anterior, além da continuidade do logaritmo 
e da função exponencial. (b) Seja (an) uma sequência de termos positivos tal 
An+l É 
ue lim —— =r. Prove que lim Yan =r. Disto deduza qu 
q n>00 dy q n-oo VCR de que 


lim — — =e. 
n>00 (n)U'n é 


4.14. Prove que a sequência 


v2,/2+v2,V2+y2+ va V2+Y2+y2+v2,... 


é convergente e calcule o seu limite. 


4.15. Determine os valores do número real a para os quais a série 
o 
E atm 
n=1 


é convergente. 


4.16. Se an>0€ 3 an converge, prove que as séries E ai e X RE 
n=] n=1 E 


conver: gem, 


4.17. Dada uma sequência (a), diz-se que a série correspondente da forma 


E 
Danas) 
n=1 
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é uma série telescópica. Encontre uma condição necessária e suficiente para a 
convergência da série telescópica em termos da sequência associada (a). No 


caso em que a série é convergente, determine sua soma. 


4.18. Se (an) é uma sequência de números reais não nulos e à, — oo quando 


n— oo, prove que a séric 


é convergente e determine sua soma. 
4.19. Prove que a série 


Eri 


é convergente e determine sua soma. 


n(n+]) 


oo 
4.20. Prove que se a série de termos positivos 3, an converge, então a série 
n=1 


2 
no 


o a 


converge. Se a primeira série divergir, mostre que a segunda pode convergir 
ou divergir. 


convergese p>1. 
n 


oq 
4.21. Se an >0 para todo n, prove que a série 3) r 
na l+nPa 
4.22. Investigue a convergência das seguintes séries: 
a 1 El 1 


Eno É 


n=2 n=2 nn me É 


5 


Funções Reais: 


Continuidade e Diferenciabilidade 


Neste capítulo nossa atenção estará voltada para as funções reais, isto é, fun- 
ções cujo domínio é um subconjunto X de R e cujo contradomínio é IR. 


5.1 Limite de uma Função 


Considere uma função real f: X — R. Intuitivamente, dizemos que f(x) tem 
um limite quando x — a se existe um número real L do qual f(x) se aproxima 
indefinidamente à medida que x € X se aproxima indefinidamente de a. Para 
que esta noção de limite faça sentido é preciso que toda vizinhança de a 
contenha algum x € X não necessariamente igual à a. 


Definição 5.1 Um mmero ae R é ponto de acumulação de X <R se para cada 


e>00 intervalo aberto (a-e,a+e€), centrado em a, contém algum ponto x e X 
distinto de a. 


X. Além 
o pertencem a 
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Definição 5.2 Dada uma função real f:X— R, seja a um ponto de acumulação 
de X. Diz-se que L é o limite de f(x) quando x tende para a, e escreve-se 


tim ft= 


se para cada e > 0 existe Ô > O tal que |f(x) - LI <e sempre que xe X eO<|x— 
a|<ô. 


Deve-se destacar que não é preciso que a função esteja definida no ponto 
a para possuir um limite quando x — a, isto é, a não precisa pertencer ao 
domínio de f. 

O limite de uma função é único e tem as mesmas propriedades algébricas 
que o limite de uma sequência. 


: (es ld) 
lim ——-———>—— 
egg 


=limben=2 
Ea 


Teorema5.3 Sef:X->Re lim f(9) =L, então f é limitada numa vizinhança 
suficientemente pequena de a. 

Demonstração Suponha que lim fl)=Letomec=1. Existe 6 >0 tal que 
f(x) -Li<lIsexeXe0<|x-a|<ô. Logo, 


FO) =1f0)-L+ Ls|fO)-Li+ILisI+IL] 
paratodoxeXtalqueO<|x-al<ô. E 


Um critério importante para decidir se uma função tem limite envolve a 


convergência de sequências. 


Teorema 5.4 Para que se tenha lim fO) =L é necessário e suficiente que 


dim Fln)=L para toda sequência (Xn) E X Mal que converge para a. 
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Demonstração Necessidade. Suponha que lim fQ)=Le sea (xn) uma 
sequência arbitrária de X Ma: que converge para a. Para cada € > O existe 
ô>0talque0<|x— al <6 implica |f() —L|<e. Como x, — a, existe NEN 
talque0<I|xa—al <ô para todo n > N. Logo, |flxn)-Ll<e para todon>N, 
de modo que Jim fl) = 

Suficiência. Argumentaremos por contraposição. Suponha que seja falso 
que lim f(x) =L. Então existe € > O tal que para todo 6 > 0 existe xe X tal 
que 0 < “x al<6 e lf(x)-L|>e. Portanto, para cada termo da sequência 
ôn = 1/n existe xp tal que O< |x,— al <1/n e |f(xn)- L| >. Portanto, a 
sequência (Xn) converge para a mas não se tem fam-L E 


E tar que ambas as sequências xj = 1/nx.€ Yn 
imo regem air mas 0%) =0 ESQ = 1 para'todo me! 


dei 


1 
=0 | porque > Ea sen é limitada, Com efei 
lher 02 E nao seda E <ô, tenhamo: 


x 


Limites laterais também podem ser definidos, mas antes precisamos defi- 


nir pontos de acumulação à esquerda e à direita. 


Definição 5.5 Um número a e R é ponto de acumulação à direita de X CR se 
para cada e > 00 intervalo (a, a+€) contém algum ponto x X distinto de a. Um 
número a E R é ponto de acumulação à esquerda de X — R se para cada e > 00 
intervalo (a-— e,a) contém algum ponto x E X distinto de a. 


Definição 5.6 Dada uma função real f:X — RR, seja a um ponto de acumulação 
à direita de X. Diz-se que L é o limite à direita de f(x) quando x tende para a, e 
escreve-se 


Sm f6o= mf) =1 


se para cada e > 0 existe ô > O tal que | f(x) — Li < sempre que xe Xe0<x— 
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a<óô. Diz-se que Léo limite à esquerda de f(x) quando x tende para a, e 
escreve-se 
ii =li =L, 
dim f09) lim f (9) 
sea um ponto de acumulação à esquerda de X e se para cada € > O existe Ô > 0 tal 
que | f(x) — LI <esemprequexeXeO<a-x<ô. 


Evidentemente, lim f(x) existe e é igual a L se e somente se existem os 
Ja 


limites à esquerda e à direita de f(x) quando x tende para a e são ambos 


iguais a L. 


5.2 Funções Contínuas 


Uma função f: X -R é contínua no ponto a de seu domínio se atribuindo 
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valores a x € X cada vez mais próximos de a resultam valores de f(x) cada vez 
mais próximos de f(a). 


Definição 5.7 Diz-se que a função real f:X — R é contínua no ponto Q € X se 
para todoe >0 existe ô>0 talguesexe Xe Ix—-al<ô então | fO) — fla <e. 


Se f é contínua em todos os pontos de X diz-se simplesmente que f é contínua. 


Em notação simbólica, a continuidade de f em a exprime-se da seguinte 


forma: 
(Ve > 0)(3ô > 0)(Vx e X)Ix— al <6 == |f6)- flai<o). 


Ao contrário da noção de limite de uma função f: X — R, que não requer a 
condição a € X, só faz sentido perguntar se uma função é contínua em pontos 
do seu domínio. De maneira geral, ô depende tanto de e quanto de a. 

Se a é um ponto isolado de X, isto é, se para algum ô > 0 o único elemento 
de X que pertence ao intervalo (a - 0,4 +6) é a, segue-se que que qualquer 
função f:X— R é contínua em a. De fato, para cada € > O basta tomar 
6 >0 tal que somente a pertença ao intervalo (a — 6, a + ô) para se ter | f(x) — 
ftal=|f(a) — f(a)l=0 <e sempre que |x— al < 6. Se todos os pontos de X 
são isolados qualquer função f: X — R é contínua. 

Situação mais interessante é aquela em que a é ponto de acumulação de 
X. Neste caso, f: X — R é contínua em a se e somente se lim = f(a). Em 


particular, os limites à esquerda e à direita de f(x) quando x tende para a 


devem existir e ser iguais. 
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Mesmo em exemplos muito simples como o anterior, é inconveniente e 
penoso aplicar diretamente a definição para provar que uma função é contínua. 
Tendo em vista as propriedades do limite de sequências, é de se esperar que 
somas, produtos e quocientes de funções contínuas sejam também funções 
contínuas. 

Dadas duas funções f,g: X — R e um número real c, as funções f + g, cf, 
fg e ftg são definidas da maneira óbvia: para todo xe X 


(f+ gl) =fo)+gm); 
(ChC)=cfmg); 
ÍDC) =fO)gl); 

LOS) 


— =, 0. 
E (£.9) g0) g(x) £ 


Teorema 5.8 SeccRe fg: X> R são funções contínuas no ponto a E X então 
frgcfefg são contínuas em a. Se gla) £ O então flg é contínua em a. 
Demonstração. Éa mesma, com adaptações óbvias, que a do Teorema 4.7. E 


Como a função identidade ide definida por idp(x) = x para todo x ER é 
obviamente contínua, a função f:R—R definida por f(x) = x? é contínua 
porque f = idpidp. Por indução, a função x— x” é contínua para todo neN. 
Segue-se que 

P(x) 


FflO)= 20) 


onde P e Q são polinômios é contínua em todos os pontos com Q(x) £ 0. 
Como seria de se esperar, a composição de duas funções contínuas produz 
uma função contínua. 


Teorema 5.9 Se fiX>Reg:Y>Rcom fOD)CY são contínuas nos pontos 
acXeb=fajey, respectivamente, então go f: X — R é contínua no ponto a. 
Demonstração. Seja x, € X uma sequência que converge para a. Como f 
é contínua em a, f(xn) — f(a) = b. Como & é contínua em b, g(f(xm) — 
g(b) = g(fta)), isto é, go f(x) — gº f(a). Pelo Teorema 5.4, go f é continua 
nopontoa. E 


Exceto quando a é um ponto isolado, dizer que f é contínua em aé o 
mesmo que dizer que lim f(x) = f(a). Portanto, como sugere o Teorema 
Xx=>a 
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4.5 para sequências, se f é contínua em a é de se esperar que exista uma 
vizinhança de a na qual f seja limitada. 


Teorema 5.10 Se f:X— R é contínua no ponto a E X, existem M>0e08>0 
tais que fO)|< M para todo xe X comix—al<ô. 

Demonstração. Se f é contínua em a existe ô > 0 tal que |x— al < ô implica 
IfCO — fla)|<1. Logo, 


[FONS ILUS — fla) + Fal< If) — ft+If<1+ If al=M 


paratodo xe Xcomix-al<6. 


5.3 Descontinuidades 


Se f não é contínua em a diz-se que f é descontínua em a, e que « é ponto 
de descontinuidade de f. 


Diz-se que f tem uma descontinuidade de primeira espécie em a se f 
é descontínua em a mas existem os limites laterais dim, fl) e dim fQ9 (os 
quais, obviamente, são diferentes). Uma descontinuidade de primeira espécie 
é uma salto da função. Diz-se que f tem uma descontinuidade de segunda 
espécie em a se f é descontínua em a e pelo menos um dos limites laterais 


não existe, 
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Teorema 5.11 Uma função monótona não admite descontinuidades de segunda 
espécie. 

Demonstração. Suponha f: X — R crescente e seja a um ponto de acumu- 
lação à esquerda de X. Seja L=supif(W|xe Xex<al. Afirmamos, como 
é intuitivo, que L = dim 69. Por definição de supremo, dado e > O existe 
Xp<a em X tal que f(xo)>L-e. Sejaô=a-xo>0. Como f(x) é crescente, 
segue-se que L-e< f(x)<f(x)<L, que implica |f(x) — L| < e, sempre 
quea-ô=x<x<a, que prova a afirmação. Do mesmo maneira, prova-se 
que limy- as fl) = inftflwy)|xeXex> a). O caso em que f é decrescente 
trata-se de modo inteiramente análogo. E 


5.4 Funções Contínuas em Intervalos 


O conjunto de pontos de acumulação de um conjunto 4 é denotado por 4º. 
O intervalo fechado [a, b] contém todos os seus pontos de acumulação, o que 
motiva a definição a seguir. 


Definição 5.12 Um conjunto é “fechado se contém todos os seus pontos de acumu- 
lação, 


ro À, que £ o seu único ponto dé acumula 
1/22/3874, nkn+ 


Definição 5.13 4 aderência ou fecho de um conjunto A, que se denota por A éo 

conjunto obtido acrescentando a A todos os seus pontos de acumulação: À = AU A. 
Evidentemente, um conjunto é fechado se e somente se coincide com sua 

aderência, isto é, A= À. 

Definição 5.14 Uma vizinhança do ponto a E R é qualquer intervalo aberto que 

contém a. 


Definição 5.15 Um conjunto XCR é aberto se todo ponto x E X pertence a uma 
vizinhança inteiramente contida em X. 
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* ga 


Cuidado, aberto não é o oposto de fechado! O conjunto (0,1) não é aberto 
nem fechado. O conjunto de todos os números reais é aberto e fechado. O 


conjunto dos números racionais não é aberto nem fechado. 


Definição 5.16 Um conjunto X R é limitado se existe M > 0 tal que xl < M 
para todo x e X. 


Definição 5.17 Um conjunto Cc R é dito compacto se é fechado e limitado. 


Quando discutirmos espaços topológicos será apresentada uma definição 
mais geral de conjunto compacto, que equivale à definição acima no caso 
particular de conjuntos de números reais. 

A partir do traçado do gráfico de uma função contínua num intervalo 
fechado, é evidente que a função é limitada, assume um valor máximo e um 
valor mínimo e todos os valores intermediários entre seus valores máximo e 
mínimo. As evidências geométricas são muito importantes mas não devem ser 
confundidas com uma prova rigorosa dessas propriedades. 


Teorema 5.18 Toda função contínua num intervalo compacto é limitada. 
Demonstração. Suponha que f não seja limitada num intervalo compacto 
I. Então existe x, € 1 tal que |f(xyl > 1, pois do contrário f seria limitada 
por 1. Pelo mesmo argumento, existe xz € I tal que | f(x5)| > 2. Prosseguindo 
desta maneira, constrói-se uma sequência (Xn) tal que |f(xn)l > nº para todo 
ne N. Pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, a sequência (Xn) possui uma 
subsequência [6970] que converge para um ponto a € I. No entanto, Cx nl > 
nk para todo k, de modo que f(Xn,) não converge para fla) e f não é 
contínua. E 


Teorema 5.19 (Weierstrass) Seja f uma função contínua num intervalo com- 
e ç 

pacto 1. Então f assume valores máximo e mínimo em 1, isto é, existem pontos 

a,be I tais que fla) < fo) < f(b) para todo xe T. 
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Demonstração. Sejam M = supifl)Ixe e m=inflf(x)|x e 1). Como 
f é limitada pelo Teorema 5.18, me M existem, e é claro que m < f(x) < 
M para todo x € T. Por definição de supremo, dado e = 1/n existe x, € 1 
tal que f(x) > M-1/n. Pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, existe uma 
subsequência (xw,) que converge para um ponto b € T. Segue-se que M — 
Vnp < f(x) <M, de modo que f(xn,) converge para M e, como f é 
contínua, 
M= lim fxn)=f(lim xn,)=f(b). 
k-oo k—oo 


De modo inteiramente análogo, prova-sequem=f(a)paraalgumaei. E 


Para que as conclusões destes dois últimos teoremas se cumpram, é indis- 
pensável a hipótese de que o intervalo limitado é fechado. 


E Upa 
em assuine um valor máximo no in 


O teorema a seguir confirma a ideia intuitiva de que uma função contínua 
não pode passar de um valor para outro sem passar por todos os valores 
intermediários. 


Teorema 5.20 (Teorema do Valor Intermediário) Seja f uma função conti- 
nua num intervalo fechado e limitado I = [a,b). Suponha que fla) £ F(b) e seja 
Y um número qualquer compreendido entre f (a) e f(b). Então existe x E (a,b) tal 
que f(x) = y. 

Demonstração. Caso (i): Hla)<y< f(b). Seja 1 = [a,b] e defina o conjunto 


S=treilf(D)<y. 


Então S não é vazio, pois 4€ 8, e é limitado superiormente por b. Portanto, 
S tem um supremo x =supS com x<b. A ideia é provar que f(x) = y. 
Conforme já vimos na demonstração do Teorema 5.19, existe uma sequência 
Xn E S que converge para x. Tendo em vista que f é contínua, 


dim fm) =f0). 
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Levando em conta que f(xn) <Y para todo n EN, temos que 
fe)= tim flws y. (S) 


Como x é o supremo de S, Xy = x+1/n é cota superior de S para cada n. Para 
n suficientemente grande X, € 1 mas Xp € 5, isto é, f(Xn) 2 )- Como X, > X, 
temos 


fed = lim fin) =3y. (SS) 


De (8) e (88) resulta f(x) = y. 
Caso (ii): f(a) > y > f(b). Temos —f(a) < -y <—f(b) e com gl) = — f(x) 
recaímos no caso anterior. Portanto, existe x € (a, b) tal que g(x) = —y, isto é, 


fwo=>y 


A recíproca deste teorema é falsa: uma função descontínua pode ter a pro- 
priedade do valor intermediário. A função f : [0,1] — R definida por (Hardy 
1992) 


0 sex=0 
fO)=4 I-x seO<x<l 
1 sex=1 


é descontínua em x=0 e x = 1 mas assume todos os valores intermediários 
entre f(0) = 0 e f(1) = 1. Como se vê, a noção intuitiva de continuidade 
como equivalente à propriedade de assumir todos os valores intermediários, 
que Leibnitz esposava, é inconsistente com a concepção contemporânea de 
continuidade. 

Como veremos na Seção 5.6, toda derivada, mesmo descontínua, automa- 
ticamente possuí a propriedade do valor intermediário (teorema de Darboux). 


5.5 Continuidade Uniforme 


Uma função f é contínua no conjunto S se e somente se 
(VaesS)(ve>0)(36>0)(Vxe S)ix-al<ô — | fl) - fal<e. 


A posição do quantificador existencial Va permite que ô seja diferente para 
diferentes pontos de 8, isto é, de modo geral, à depende não apenas de e, mas 


também de a. 
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e Md 
La Pl 


IE go tao tal regia 


Definição 5.21 Uma função f é uniformemente contínua num conjunto S se € 
somente se 


(Ve>0)(30>0(VxyeSlx-y|<0= |f0)- fyI<e. 


A diferença essencial entre esta definição e a definição de continuidade em 
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S encontra-se na posição do quantificador existencial Vy (a troca de a por y 
é uma mudança de notação puramente cosmética). No caso da continuidade 


uniforme, um único ô serve para todo YES, ou seja, ô depende apenas de e. 


Apresentamos a seguir o resultado mais importante a respeito de continui- 
dade uniforme. 


Teorema 5.22 Se f é contínua num intervalo compacto 1 = (a,b], então f é 
uniformemente contínua em L. 

Demonstração. Argumentaremos pela contrapositiva. Suponha que f não é 
uniformemente contínua em T. Então, 


(Ge>0)(vô>0(Gaxye Dilx-yi<ô elf0)-fWlze). 


Portanto, para cada ôp — 1/n existem Xy,Yn € 1 tais que |xp — Ynl<Iíne 
fim) — f(yn)l > €. Pelo teorema de Bolzano-Weiertstrass, (Xn) e (Yn) pos- 
suem subseguências convergentes (Xn,) € (Yny) que, além disso, convergem 
para o mesmo limite c € 1 porque, por construção, IXnz— Yu; < Un; —O 
para k —» oo. No entanto, pelo menos uma das sequências f(Xn) ou f(Yny) 
não converge para f(c). De fato, se tivéssemos fm) > fl) e On) > HO) 
resultaria 


dim (Flu) = SUm))=HO-H9=0 


que contradiz |f(xn)— /(Yn)l e para todo ne N. Portanto, f não é contínua 
emi. E 
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A continuidade uniforme é importante, por exemplo, na teoria da integral 
de Riemann. Como veremos no Capítulo 6, é a continuidade uniforme que 
garante a integrabilidade das funções contínuas. 


5.6 Funções Diferenciáveis 


A noção de derivada é um dos pilares do cálculo diferencial e integral e da 
análise matemática, sem falar no papel crucial que desempenha na descrição 
do movimento. 


Definição 5.23 4 função real f é diferenciável em a se 


a+h)- fla 
in H )= fa) 

h>0 h 
existe. Neste caso, o limite é denotado por f'ta) e chama-se derivada de f em 
a. Dizemos que f é diferenciável se f é diferenciável em todos os pontos do seu 
domínio. 


Evidentemente, para poder ser diferenciável em a a função f precisa estar 
definida em alguma vizinhança (4-€,a +€) de a. Por outro lado, note que, 
considerado como função de A, o quociente 


fla+h) — fa) 
h 
não está definido em h = 0. Isto explica por que o limite de uma função foi 
definido mesmo para pontos que podem não pertencer ao domínio da função. 
Derivadas à direita e à esquerda definem-se de modo análogo, considerando 
o limite quando h tende a zero por valores positivos ou negativos, conforme 
a caso. 
Além de f(x), usa-se para a derivada de f em x a notação de Leibnitz, 

numa das forma abaixo: 

df dflo) dy 

dx" dx ' dx 
Esta última é motivada pela forma tradicional yY = f(x) de se exprimir uma 
função, Usam-se também 


da) df(x) ) dim] df dy 
dx ” dx “ dx lá dxla dx 


para denotar f'(a), o valor de derivada da função f no ponto particular a. 


(a 


a 
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Deve-se notar que, na notação clássica de Leibnitz, expressões como 
dy/dx devem ser consideradas como um símbolo único que não pode ser 
desmembrado numa “fração” com “numerador” dy e “denominador” dx. Faz 
tanto sentido atribuir significados separados a dy e dx em dytdx quanto 
atribuir significados separados a “fi” e “ta” na palavra “fita”. A derivada é o 
limite de um quociente, não o quociente de duas “quantidades infinitesimais” 
dy e dx. Nos tempos heroicos em que o Cálculo estava na infância e a noção 
de limite não era bem entendida, Johann Bernoulli chegou a afirmar (Boyer 
1949; Edwards, Jr. 1982) que “uma quantidade que é aumentada ou diminuída 
de uma quantidade infinitamente pequena não é aumentada nem diminuída.” 
Em resposta a absurdos desse gênero, o filósofo e bispo George Berkeley, em 
tom de galhofa, dizia que os infinitésimos eram “fantasmas de quantidades 
falecidas” (ghosts of departed quantities). Uma quantidade infinitesimal supos- 
tamente seria um número diferente de zero porém de valor absoluto menor 
do que qualquer número real positivo, entidade obviamente inexistente na 
análise clássica, membro da família das mulas-sem-cabeça que soltam fogo 
pela boca e dos sacis de pernas cruzadas. O uso de quantidades infinitesimais 
na física, como no particionamente de uma distribuição contínua de carga 
em elementos de carga infinitesimais para o cálculo do potencial elétrico, é 
um procedimento heurístico, sugestivo, que torna mais curto o caminho para 
se chegar ao resultado correto definido rigorosamente pelo limite de uma 
soma (uma integral), mas não representa confirmação alguma da existência 
dos fantasmagóricos infinitésimos.! 

Comentários semelhantes aplicam-se à notação usada para a integral. Na 


expressão tradicional 


b 
[ fljdx 
a 


. A bem da verdade, tanto quantidades infinitesimais quanto infinitamente grandes podem ser defi- 
nidas de modo logicamente consistente na chamada “análise não standard” (nonstandard analysis), 
inventada por Abraham Robinson na primeira metade da década de 1960. Essa análise não 
convencional tem angariado alguns adeptos mas, como o próprio nome indica, ainda ocupa uma 
posição marginal c está muito longe de conquistas a preferência dos matemáticos sobre a análise 
padrão ou análise clássica. Há um livro de cálculo diferencial e integral (]. Keisler, Elementary 
Calcutus: An Infinitesimal Approach) baseado na análise não standard que está disponível gratuita- 
mente na Internet: http:/Awerw.math wisc.edu/ —keisler/cale.html. 
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os símbolos fe dx não significam coisa alguma separadamente, emboram 
evoquem a imagem de uma soma dos valores de f multiplicados por incremen- 
tos da variável independente. A chamada “variável de integração” também é 
inteiramente supérflua. Para enfatizar isto, a notação moderna é simplesmente 


bs 


Uma das propriedades mais imediatas das funções diferenciáveis é a conti- 
nuidade. 


Teorema 5.24 Se fé diferenciável em a então f é contínua em a. 
Demonstração. Com h£0 podemos escrever 


Ffla+h)-— f(a) 
h 


i — aa ; = é i = À = 
lim flash) fla] lim h fa) lim h Fta)o=0. 


Portanto, com x = a + h, este resultado equivale a 
lim fG) = f(a) 


efécontinuaema. E 


Teorema po VaLor Mépio 
Suporemos conhecidas as regras de diferenciação e passaremos a discutir re- 
sultados que serão importantes para as aplicações futuras. 


Definição 5.25 Seja f:X-ReACX. Um ponto x € A é ponto de máximo de 
femAse 
10) = f(y) para todo ye A. 


O número f(x) éo valor máximo de Ffema. Opontoxe A é ponto de mínimo 
de fem A se é ponto de máximo de —f. Neste caso, diz-se que f(x) éo valor 
minimo de f em A. 


Teorema 5.26 Seja f definida em (a,b). Se é diferenciável em (a,b) e x é ponto 
de máximo ou de mínimo de fem (a,b), então f'0)=0. 

Demonstração. Seja x um ponto de máximo de f em (a,b). Se x+he (a,b) 
eh>0 temos f(x+h) <flw)e 
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fia+h)- f6) a eis tim FlO+i)-— fO) E 


h h>0+ h 


Sex+he(a,b) e h<o0 continuamos a ter f(x+h) < f(x) mas, agora, 


Ffix+h)- f09) ; o fa+h)-fo) 
RR e 


0. 


0. 


Portanto, f'(x) = 0. Raciocínio análogo aplica-se ao caso em que x é ponto de 


mínimo. E 


A diferenciabilidade de f em todo o intervalo (a,b) é indispensável. Para a 
função f: (0,2) — RR definida por 


x se0<x<l 
2-x sel<x<2 


roo=| 


x= é ponto de máximo mas não se tem f“(1) = 0 porque a derivada de f 
não existe em x =1. 


O Teorema 5.26 serve de base para a demonstração de outros teoremas 
importantes. 


Teorema 5.27 (Teorema de Rolle) Se f é contínua no intervalo compacto [a,b], 
é diferenciável em (a,b) e fla) = f(b), então existe um múmero c E (a,b) tal que 
fíg)=0. 

Demonstração. Como f é contínua em [a,b], de acordo com o Teorema 5.19 
f assume valores máximo e mínimo em [4,b]. Se o ponto de máximo ou o 
ponto de mínimo de f ocorre em c € (a,b), então f'(c) = 0 pelo Teorema 
5.26. Se os pontos de máximo e de mínimo ocorrem ambos nos extremos do 
intervalo [a,b], resulta de f(a) = f(b) que os valores máximo e mínimo de f 
são ambos iguais a f(a), isto é, f(x) = fla) e f(x) = f(a) para todo x € [a,b]. 
Segue-se que f é constante em [a,b] e f'(c)=0 para qualquer ce (a,b). | 


Apressadamente poderíamos pensar que a condição de continuidade de f 
é redundante porque, de acordo com o Teorema 5.24, a diferenciabilidade de 
f em (a,b) implica sua continuidade em (a,b). No entanto, a continuidade de 
f no intervalo fechado [a,b] é indispensável. A função f: [0,1] —R definida 
por 


Fo) l/x se0<x<l 
X) = 
1 se x=-0 
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satisfaz f(0) = f(1) e é diferenciável em (0,1), mas sua derivada não se anula 
em nenhum ponto do intervalo (0,1). O problema está na descontinuidade da 
função em x=0. 


O próximo teorema é tremendamente importante por suas inúmeras apli- 
cações, 


Teorema 5.28 (Teorema do Valor Médio) Se f é contínua em la,b] e diferen- 
ciável em (a,b), então existe um número c E (a,b) tal que 


Ff -fa)=fo(b-a). 


Demonstração. Geometricamente, este teorema afirma que a inclinação da 
tangente ao gráfico de f em algum ponto entre (a, f(a)) e (b, f(b)) é igual 
à inclinação do segmento de reta que conecta esses dois pontos. A ideia da 
demonstração é fabricar a partir de f uma função g à qual o teorema de 
Rolle possa ser aplicado. Para isto, é necessário que se tenha g(a) = g(b). Se 
subtrairmos de f(x) a ordenada em x do segmento de reta que passa pelos 
pontos (a, f(a))  (b, f(b)) resultará uma função queézeroemrx=aex=b: 
fd) - fla) 
Ha é 


g(x) = f(x) — fla) — (x-a). 


Então g(a) = g(b) =0 e g é claramente contínua em la,b] e diferenciável em 
(a,b). Logo, pelo teorema de Rolle, existe c e (a,b) tal que g'(c) = 0, isto é, 


f o Home (a) E 


fito) - 
Corolário 5.29 Se f0w)=0 para todo x num intervalo, então f é constante no 
intervalo, 
Demonstração. Pelo teorema do valor médio, pata quaisquer dois pontos a e 


b do intervalo tem-se f(b)-fla)=f(c)b-)-0. E 


Corolário 5.30 Se f'(x) = 8(x) para todo x num intervalo, então f=g+Cno 
intervalo para algum número C. 

Demonstração. Basta considerar a função h = f-g e aplicar o corolário 
anterior. E 
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Corolário 5.31 Se f(x) >0 para todo x num intervalo, então f é crescente 
no intervalo. Se f(x) <0 para todo x num intervalo, então f é decrescente no 
intervalo. 

Demonstração. Suponha que f'(x) > 0 para todo x num intervalo. Se a e b 
pertencem ao intervalo e b > a, pelo teorema do valor médio existe c € (a,b) 
tal que f(b)-f(a) = f(c)(b-a)>0€ f é crescente no intervalo. Se f'w)<o 
para todo x no intervalo, f(b) - f(a) = f(c)(b-a)<0€ f é decrescente no 
intervalo. E 


Cuidado! Se f'(a) > 0 (ou f'(a) <0) não se pode concluir que f é crescente 
(ou decrescente) numa vizinhança de a, como mostra o próximo exemplo. 


e rega se 140 
[o se x=0 
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impáres. q fa à medida que x tende 
Jia Zero, f não pode sér piibrona eminenhiinia vizinha 


A função deste último exemplo é diferenciável mas sua derivada é des- 
contínua, É digno de nota, no entanto, que derivadas, mesmo que não sejam 


contínuas, sempre têm a propriedade do valor intermediário. 


Teorema 5.32 (Darboux) Seja f diferenciável no intervalo compacto [a,b] e seja 
r um número tal que f'(a)<r < f'(b). Então existe c € (a,b) tal que f(c)=r. 
Demonstração. Seja g : [4,b] — R definida por g(x) = f(x) - rx. Então a 
função g é diferenciável e g'(x) = f(x) —r. A diferenciabilidade de f implica 
sua continuidade, de modo que g também é contínua. Portanto, g assume um 
valor mínimo em [a,b]. Comprova-se facilmente que g'(a) = 0 se o mínimo 
ocorre em a e g'(b) = 0 se o mínimo ocorre em b. No entanto, g'(a) = f'(a)— 
r<0e g'(b)=f(b)-r >0, donde segue-se que o mínimo só pode ocorrer 
em c€ (4,b). Caso encerrado, pois o Teorema 5.26 garante que g'(c) = 0, ou 
seja, f(d)=r. E 


Uma consequência imediata deste resultado é que uma função que não 
desfruta da propriedade do valor intermediário não pode ser uma derivada. 


Vejamos um exemplo muito simples de aplicação do teorema do valor 


médio num problema físico. 
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A diferenciação é também extremamente útil para o cálculo de limites 
de “formas indeterminadas”, e suporemos conhecida a regra de LHôpital?, 
ensinada nos cursos de Cálculo, e cuja demonstração pode ser encontrada, por 
exemplo, em Figueiredo (1996). 


Máximos E Mínimos 

A determinação de máximos e mínimos de funções reais é um problema ex- 
tremamente importante tanto por seu interesse matemático intrínseco quanto 
por suas inúmeras aplicações práticas. 


Definição 5.33 Seja f:X>RcomXcR Um pontoaeX é um ponto de 
mínimo global de f se f(x) > f(a) para todo xe X, e é um ponto de máximo 
global de f se f(x) = fla) para todo xe X. 


Um máximo ou mínimo de uma função é chamado genericamente de 
extremo da função. 


2x 
fog) = TER 


imo global em x =—1. De fito, 
C1AZ+2e 
1x2 


+1 


É importante distinguir extremo global — também chamado de extremo 


absoluto — de extremo local, também conhecido com extremo relativo. 


Definição 5.34 Seja f:X>RcomXcR. UmpontoaeX é um ponto de 
mínimo local (ponto de máximo local) de f se existe O > O tal que f(x) = fla) 
(FO) = fla) para todo xe(a-ô,a+ô)nX. 


2. Ou LHospital, conforme a grafia da época do Marquês. 
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O estudo das derivadas de uma função é particularmente útil para a deter- 
minação de máximos e mínimos locais da função. Se a função é diferenciável, 
o Teorema 5.26 estabelece que sua primeira derivada é zero em cada ponto ex- 
tremo, resultado que permite identificar candidatos a pontos extremos locais. 


Há um critério simples que garante que a função tem um extremo local. 


Teorema 5.35 Suponha que f'(a)=0. Se f'(a) > 0, então f tem um mínimo 
local em a; se f" (a) <0, então f tem um máximo local em a. 


Demonstração. Como f'(a) = 0, temos 
mf (a+h)-Ffta) f(a+h) 
h Rs 
Suponha que f“(a) > 0. a f(a+h)fh>o0 para |hl suficientemente pe- 
queno. Portanto: 


f'ta)= 


f'(a+h) >0 para h suficientemente pequeno e positivo; 

f(a+h)<o0 para A suficientemente pequeno (em módulo) e ne- 

gativo. 
Pelo Corolário 5.31, f é crescente em algum intervalo à direita de a e decres- 
cente em algum intervalo à esquerda de a. Portanto, f tem um mínimo local 
em a. Argumentos análogos aplicam-se ao caso em que f(a)<0. E 


provar que x:=1 é tami 


Vale ressaltar que se f'(a) =0 e f“(a) = O nada se pode concluir sobre o 
comportamento de f numa vizinhança de q. Considere as funções f(x) =x, 


to 
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gu) = —xº e h(x) = xº. Então f(0) = g (0) =h(0)=0e f'(0) = g"(0)= 
h"(0)=0, mas em x=0 f tem um mínimo, g tem um máximo e À tem um 
ponto de inflexão. 

É importante observar também que as condições do Teorema 5.35 não são 
necessárias, mas são apenas suficientes para um extremo local em a, e exigem 
a existência da primeira e da segunda derivadas da função em a. À existência 
de extremo local pode ser assegurada sob condições muito mais brandas, que 
não requerem sequer que a primeira derivada exista em a (Problema 5.15). 
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Problemas 


5.1. Prove diretamente, usando épsilons e deltas, que a função x — yX é 
contínua em [0,00). 


5.2. Seja f: [0,1] — R definida por 
x sex é racional 
fO)= nar : 
O sex éirracional 
Prove que f só é contínua em x = 0. 


5.3. Seja f contínua em todos os pontos de [a,b] e suponha que f(x) = 0 se 
x é racional. Prove que f(x) = 0 para todo x em [a,b] 


- À lista completa de referências, com plenos detalhes bibliográficos, encontra-se na Bibliografia 


no fim do livro. O símbolo * destaca obras cuja leitura é altamente recomendada. 
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5.4. Seja f contínua em R e suponha que f(x+)) = f(l)+f()) VxyeR. 
Prove que f(x) = ax para algum a E R. Sugestão: prove primeiro que f(n) = 
nf(D) para n € Ne estenda este resultado para n € Q. Para seu governo, a equa- 
ção funcional f(x + y) = f(x) + f(y) admite soluções descontínuas (Gelbaum 
& Olmsted 1992). A construção de uma função linear descontínua utiliza-se 
das chamadas bases de Hamel, cuja existência só pode ser estabelecida invo- 
cando o axioma da escolha (Haaser & Sullivan 1991). 


5.5. Seja f: [0,1] — R definida por 


I-x sex éirracional 


fw= | x sex é racional 


Prove que: 

(a) f(f (2) = x para todo x € [0,1]; 

(b) fl) + fl — x) = 1 para todo xe [0,1]; 
(c) f só é contínua em x= 1/2; 

(d) f assume todos os valores em [0,1]. 


5.6. Seja f uma função real contínua no intervalo compacto [a,b]. Suponha 
que fla) <a e f(b) > b. Prove que f possui um ponto fixo em [a,b], isto é, 
existe c € [a,b] tal que f(c) = c. Sugestão: considere a função g(x) = f(x) — x. 


5.7. Prove que a equação x = cosx possui uma solução no intervalo (0,77/2). 
Prove que não há outra solução real. 


5.8. Prove que se f:R — R é contínua numa vizinhança de x = a, f(x) existe 
para x £ a e tem-se limpa f'(1) = b, então f é diferenciável em x= q e 


Sa)=b. 


5.9. Suponha que f” existe e é limitada em R. Prove que f é uniformemente 
contínua em R. 
5.10, Dada a fórmula 
tl = 
I+x+0+txl=D ya, 
x-1 
encontre, por diferenciação, fórmulas para: 
()1+2x+4302 +... 4027; D)Pxr2r43 ++ nx", 
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5.11. Seja f a função definida por 


roo= [E Sex <c 


ax+b sex>c 


onde a,b,c são constantes. Se c é dado, determine os valores de ae b para os 
quais f é diferenciável em IR. 


5.12. Para todos os números reais x,y, prove que: 
(a) Isenx— senyl<|x—yl; (b)lcosx-cosy|<ix-yl. 


5.13. (a) Prove que se f e g são uniformemente contínuas num conjunto 
S, também o são as funções f +g e cf, onde c é uma constante. (b) Prove 
que a função x — x? não é uniformemente contínua em R. Conclua que a 
função produto de duas funções uniformemente contínuas não precisa ser 
uniformemente contínua. 


5.14. Seja f:R— R definida por 


413 


1 
x“sen— sex£0 
x 


fO)= 


0 sex=0 


(a) Mostre que f é diferenciável em toda a reta real. (b) Mostre que f' não é 
limitada em [0,1]. 


5.15. (a) O gráfico sugere que uma função f tem um extremo em a se f' tem 
sinais opostos imediatamente à esquerda e imediatamente à direita de a. Mais 
precisamente, prove que as duas condições a seguir são suficientes para que f 
tenha um mínimo local em a: 

(1) f é contínua em a; 

(ii) existe ô>0talque f(x) >0paraa<x<atdef(W)<Osca-d<x<a. 
Note que a derivada de f em a não precisa existir. Condições suficientes para 
um máximo são obtidas invertendo o sentido das desigualdades para f(x). (b) 
Use este critério para mostrar que a função definida por f(x) = 1/(1-|x|) para 
x +1 tem um mínimo local em x = 0. (c) Mostre que a função 


fw= 2(2+sen-) sex£0 


o sex=0 
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tem um mínimo local em x = 0, mas não se tem f' < O imediatamente à 
esquerda de O nem f” > O imediatamente à direita de 0. Isto viola o resultado 
do item (a)? 


5.16. Suponha que f(0) = g(0) e f(x) < g'(x) para todo x = 0. Prove que 
Ff) = g(x) para todo x > 0. Interprete este resultado em termos do movi- 


mento de duas partículas ao longo de uma linha reta. 


5.17. Se f(x) = x para x racional e f(x) = —x para x irracional, prove que 
lim ft) só existe se a =0. 


5.18. (a) Se tim fG) e lim g(x) não existem, é possível que lim (FG) +g(2)) 
ou lim fl) ga) existam? 

(b) Se lim f(x) existe e tim( f(x) + g(x)) existe, necessariamente lim g(x) 
existe? 

(c) Se lim fo) existe e lim fl) g(x) existe, necessariamente lim g(x) existe? 
(d) Se lim f69 existe € lim g(x) não existe, é possível que lim (F 0) + g(09)) 
exista? 

(e) Se lim f(x) existe e lim g(x) não existe, é possível que lim fo)g(a) 
exista? 


5.19. (a) Se f é tal que lim (f (9) + g(1)) não existe qualquer que seja a função 
g para a qual lim g(x) não existe, prove que lim f(x) existe. (b) Suponha que 
lim f(x) existe e é diferente de zero. Prove que se tim g(x) não existe, então 
lim f(x) g (x) também não existe. (c) Prove o mesmo resultado se lim IfQ)! = 
oo. 


5.20. Seja f tal que f(x+y) = f()+ f(y) quaisquer que sejam x,y ER. Prove 


que se f é contínua em 0, então f é contínua em a para todo ae IR. 


5.21. (a) Se f é contínua em a, prove que |f| também é contínua em a. À 
recíproca é verdadeira? (b) Prove que se f e g são contínuas, então max(f,g) 


e min(f,g) também são contínuas. 


5.22. Prove que existe algum número real x tal que 


= 120 


————— = 79. 
1+x2+ sen2rx 
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5.23. Determine f'(0) para a função 


fo) | gl) sen — sexáOo 
0 


sex=0 
sabendo que g(0) = g'(0) = 0. 
5.24. A função f é lipschitziana de ordem a em x se existe C> O tal que 
FG) — fl = Clx— y!* 


para todo y nalgum intervalo em torno de x. A função é ipschitziana de ordem 
a num intervalo se a desigualdade acima vale para todos os x,y no referido 
intervalo. (a) Prove que f é contínua em x se f é Hpschitziana de ordem 
a>0em x. (b) Prove que f é uniformemente contínua num intervalo se f 
é lipschitziana de ordem a > 0 no referido intervalo. (c) Prove que se f é 
diferenciável em x, então f é lipschitziana de ordem 1 em x. À recíproca é 
verdadeira? (d) Se f é diferenciável em [a,b) segue-se que f é lipschitziana 
de ordem 1 em [a,b]? (e) Prove que se f é lipschitziana de ordem a > 1 em 
[a,bl, então f é constante em [a,b). 


5.25. Se f é diferenciável em a, prove que |f| também é diferenciável em 
a desde que f(a) £ 0. Apresente um contraexemplo para o caso em que 


Ffla)=0. 


5.26. Dadas duas funções f e g, prove que, sob condições apropriadas, vale o 
teorema do valor médio generalizado de Cauchy: 


fio) — fd) fa) 
gl) gb-gla)” 


ce(a,b). 


Note que este resultado reduz-se ao teorema do valor médio quando g(x) = x. 


5.27. Sejam f e g contínuas em (a,b) e diferenciáveis em (a,b), com g'(x) £ 0 
para todo x em (a,b). Prove que existe algum x € (a,b) tal que 


fo  fo-fa 
so gb-go) 


Sugestão: elimine os denominadores para entender melhor o que isto significa. 
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5.28. Seja 


86) sexo 


fo) = 
0 sex=0 


com g(0) = g'(0) = 0 e g'(0) = 10. Prove que f'(0) existe e determine seu valor. 
Se necessário, use a regra de L'Hôpital. 


5.29. Prove que a função 


2x-xcos(lnx) - xsen(lnx) seO<x<l 
fO)= 
0 sex=0 


é crescente em [0,1], embora tenha-se f'(x) = O para uma infinidade de valores 
de x. Esta função é diferenciável em x = 0? 


5.30. Sejam a, q2,...,(n números reais distintos entre si. Prove que 
ae + ae +...+ane'"*=0 paratodo xeR 


seesomentese a = =-":=a,=0. 


Integral de Riemann 


A integral de Riemann resolve o problema de definir a área sob o gráfico de 
uma função limitada num intervalo limitado da reta real. 


6.1 4 Integral Como Limite de Somas 


Deve-se a Cauchy a definição precisa da integral definida de uma função con- 
tínua num intervalo limitado como limite de uma soma obtida pela subdivisão 
do intervalo. Essa é a definição mais elementar de integral, que costuma ser 
adotada nos livros de Cálculo. Riemann relaxou a condição de continuidade e 
estendeu a noção de integral a funções meramente limitadas, deixando claro 
que integrabilidade e continuidade são noções distintas. 


Definição 6.1 Por partição P do intervalo timitado [a,b] entende-se um con- 
Junto finito de pontos X9,X1,..., Xn tais que 


A=M<X<X<...<Xp1<Xp=b. 61 


Escrevemos 


Axi=x;-Xxp i=1,...,n 62 


e definimos a norma da partição ||P|| como o comprimento do maior de todos os 
subintervalos: 
HP] = max(Axy, Axo, ..., Axo). 63 


156 Convrre À Física MATEMÁTICA 


Se f é uma função limitada em [a,bl, para cada partição P de [a,b] defini- 
mos a soma de Riemann 


n 
SBND=) fEdax; 6.4 
i=1 


onde x;-1 <€; < x;. Dizemos que f é integrável à Riemann em [a,b] se existe 
o limite da soma de Riemann S(B,f) quando ||P]| tende a zero e o limite é 
independente da escolha dos pontos é; de cada subintervalo. 


6.2 Integrais Inferior e Superior 


Uma definição equivalente e mais frutífera é obtida aproximando a área por 
excesso e por falta. Se, à medida que forem cada vez mais refinadas, essas 
aproximações convergirem para o mesmo valor, a integral existe e seu valor é 
igual ao limite comum das aproximações por excesso e por falta. À tradução 
dessa ideia em forma matematicamente rigorosa deve-se a diversos matemá- 
ticos, entre os quais destacam-se Gaston Darboux, Giuseppe Peano e Vito 
Volterra. 


Definição 6.2 Se f é uma função limitada em a,bl, para cada partição P de 
[ab] definimos 


M;=suplflW)lx; <x<x), m=inÃfO)x- <x< xi), 6.5 
a n n 
KB =) MiAx, HBf=> mix; 6.6 
i=1 i=l 
e finalmente, definimos a integral superior 
RE is 
[ f=infBÍ) 6.7 
a 
ea integral inferior 
b 
[ f=supren, os 
a 


onde o supremo e o ínfimo são tomados sobre todas as partições P de La,b). 
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O significado geométrico da soma superior 1(P.f) e da soma inferior 
J(Bf) está indicado na Fig. 6.1. 


Fig.6.1 Area cinzenta em (a) representa a soma superior TP, Ps em (b), a área cinzenta 
representa a soma inferior MP, f). 


Definição 6.3 Se as integrais superior e inferior são iguais, dizemos que f é inte- 


grável à Riemann (ou R-integrável) em [a,b) e representamos o valor comum de 


(6.7) e (6.8) por 
b 
[ f 6.9 


b 
[ flw)dx. 6.10 
a 


ou por 


Intuitivamente, se a menor das aproximações por excesso coincide com a 
maior das aproximações por falta, a integral existe, é igual a esse valor comum 
e define a área sob o gráfico da função. 

Como neste capítulo utilizaremos apenas a integral de Riemann, uma 
função %-integrável será dita simplesmente integrável. 


A Jetra usada para indicar a variável de integração é totalmente irrelevante: 


b b b 
É fogdx= [ feodt= [ Ffludu=--. eu 
a a a 


Por outro lado, para evitar confusões ou ambiguidades, sempre que os limites 
de integração são variáveis a letra usada para representar a variável de integra- 
ção deve ser diferente das letras usadas para denotar os limites de integração. 
Quando o integrando é uma função de duas ou mais variáveis, a notação 
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tradicional permanece indispensável para indicar a variável em relação à qual 


o processo de integração é aplicado, tal como em 


b 
[ Ffeydy. 
a 


As integrais superior e inferior sempre existem. De fato, como f é limitada, 


existem números m e M tais que 
m<flw<M VYxelab). 6.12 
Segue-se que, para toda partição P, 
mb-)<IB)<BN<M(b-a). 6.13 


Portanto, os números H(B.f) e I(B,f) formam conjuntos limitados de números 
reais, cujos supremos € ínfimos existem. 

A Fig. 6.1 sugere que, à medida que o intervalo [a,b] é dividido em 
subintervalos cada vez mais finos, a soma inferior aumenta e a soma superior 
diminui. 


Definição 6.4 Uma partição P* é dita um refinamento da partição P se Pc P*, 
isto é, se todo ponto de P é ponto de P*. Dadas duas partições Py e Po, diz-se que 
P*=PjU Po éo seu refinamento comum. 


Lema 6.5 Se P* é um refinamento de P, então 


PP UBA) 6.14 


TPSP<IBf. 6.15 


Demonstração. Suponhamos inicialmente que P* contém apenas um ponto 
a mais que P. Seja x* tal ponto. Temos x;-1 < x* < x; para algum i, onde 


x;-1 € x; são dois pontos consecutivos de P. Se w e wz são definidos por 
u=infifãOlx<r<x) e uwp=infffQix srs), 
é claro que uy > mi; e w> > mi, onde m;=inhf(Wix1 <X< xi). Portanto, 


MPED-UBD = un x + wolx x) mi(x;— 4-3) 


= (ml -x-)+(—-ml— x) 20. 
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Repetindo este argumento para cada ponto adicional de P* obtemos (6.14). 
A demonstração de (6.15) é inteiramente análoga. d 


Intuitivamente, nenhuma soma superior pode ser menor do que qualquer 
soma inferior. Isto é confirmado pelo teorema abaixo. 


Teorema 6.6 Sejam Py e P> partições de [a,b] e seja f uma função limitada em 
[a,b]. Então 
HP) < KP2,f). 6.16 


Demonstração. Seja P = PjUP; o refinamento comum de Pr e Pp. Pelo Lema 
6.5, 
HP, DSIBN<SIBN<TP. | 


Corolário 6.7 Se f éuma função limitada num intervalo compacto |a,b), então 


[ts [' 6.17 


Demonstração. Tomando o supremo sobre todas as partições P, em (6.16) 
obtém-se 


Dim 
[ f<KP,Pf). 
pás 


Tomando agora o ínfimo sobre todas as partições P» resulta (6.17). E 


A questão da igualdade das integrais superior e inferior é mais delicada. 
Presumivelmente, toda função contínua é integrável. Para provar que de fato 
é este o caso, usaremos um resultado importante. 


Teorema 6.8 (Critério de Riemann) 4 Junção f é integrável em [a,b) se e so- 
mente se para cada € > O existe uma partição P de La,b) tal que 


IBf)-IPf)<e. 6.18 


Demonstração. Para qualquer partição P é imediato das definições de su- 
premo e ínfimo que 


Do ab 
1ep=[ 1=[ f<HBf). 6.19 
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Portanto, a condição de Riemann (6.18) implica 


os [p= [Ure 6.20 


Como isto vale para todo € > 0, temos 


Pref 6.21 


ou seja, f é integrável. Suponha, agora, que f seja integrável e seja dado € > 0. 
Então, por causa das definições de supremo e ínfimo, existem partições P e 
Po tais que 


Dra Célia. e be 
12,0> [ f-5e Tf)< | f+>. 6.22 
a 2 a 2 


Seja P o refinamento comum de P, e Pp. Pelo Lema 6.5, temos 


e - b b 
TR <P) < | fre nep>10,p> [ E es 
a a 


donde 
IB)-UBf<e, 6.24 


o que completa a demonstração. E 


Teorema 6.9 Se f é contínua em la,b) então f é integrável em [a,b). 
Demonstração. Se f é contínua em [a,b] segue-se que f é uniformemente 
contínua em [a,b] pelo Teorema 5.22, de modo que existe ô > O tal que, para 
x,y la,bl, 

Oficio se Ix-yl<ô. 635 
Seja P uma partição de [a,b] com I|P|| <óô. Conforme (6.25), a diferença 
entre os valores de f em dois pontos distintos de cada subintervalo [x;-1,X;] 
é limitada e temos 


E; e 


Mi-mis—— ; 
Ci spo lb a 


i=1,..sn. 6.26 
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Portanto, 


n 


E ce € 
BN -IBD= (Mi mA; Sieg O =mqb-m=e. 62 


i=1 


Pelo Teorema 6.8, f éintegrável. E 


Prova-se sem grandes dificuldades que a integral de Riemann goza da 
propriedade de linearidade: se f e g são integráveis em [a,b] e ce R então 
f+gecf são integráveis e tem-se 


[asa=[1+['8e [or-efir 6.28 


Seja a<c<b. Prova-se que se f é integrável em [a,b] então f é integrável 
em [asc] e em [c,b]. Reciprocamente, se f é integrável em [ac] e em [c,b] 
então f é integrável em [a,b]. Além disso, se f é integrável em [a,b] tem-se 


[e-fiefr 6.29 


Como a integral 2 fdx só foi definida para b > a, é conveniente introduzir 


as definições 
a b a 
['s-0e [it=-[tsa> 6.30 
a a b 


Isto torna a equação (6.29) válida quaisquer que sejam a,b,c. 

Outro resultado importante — que deixaremos para você provar no 
Problema 6.2 — é o seguinte: se f e g são integráveis em [a,b), então fg 
também é integrável em ([a,b]. Desde que g obedeça a condições adicionais 
apropriadas, f/g é igualmente integrável em [a,bl. 

A coleção das funções integráveis é extensa, mas também há funções não 
integráveis em abundância. Um exemplo é a função de Dirichlet definida 
no Exemplo 5.3.2, que não é integrável em nenhum intervalo [a,b]. Como 
em qualquer intervalo há números racionais e irracionais, para à função de 
Dirichlet m; = 0 e M; = 1, de modo que qualquer soma superior é igual a 
b-— a e qualquer soma inferior é zero. Portanto, a integral superior é b-a ea 


integral inferior é zero, de modo que fp não é integrável. 
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InrEGRAIs IMPRÓPRIAS 

A integral de Riemann só é definida para funções limitadas num intervalo 
limitado. Se alguma dessas condições falhar, pode ainda ser possível definir 
uma integral imprópria como limite de integrais de Riemann. No caso de 
intervalo ilimitado, se jim f Me fQJdx existe define-se 


fe) b 
[ flú)dx= tim [ fljdx. 631 
a b-ooJa 
Analogamente, 


a a 
[ flidx= lim ) flujdx 6.32 
—o0 —-co db 


se o limite existir. A integral imprópria Sof l)dx existe se e somente se 
Lcflo)dxe Si flddx existem para cada a E R e, neste caso, 


Oo a oo 
[ fegdx= [ fosdx+ [ fújdx. 6.33 
—00 -00 a 


Convença-se de que o segundo membro desta última equação não depende 
de a. 


Se f não for limitada num intervalo limitado, procede-se de modo seme- 
E 
lhante, considerando o intervalo de interesse como limite de intervalos nos 
quais f é limitada. Por exemplo, 


Idx o. Idx - 
Lim E A dim 2(Vi-vê)=2. 6.34 


6.3 Relação Entre Derivada e E ntegral 


Uma das grandes descobertas de Newton e Leibnitz foi a de que o problema 
das quadraturas é o inverso do problema das tangentes. 


Teorema 6.10 (Primeiro Teorema Fundamental do Cálculo) 
Seja f integrável em [ab]. Sea<x<b seja 


x 
Fw)= ) ftwde. 6.35 
a 
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Então F é contínua em [a,bl. Ademais, se f é contínua no ponto c de la,b], F é 
diferenciável em c e 
F(od= fo). 6.36 


Sec=aowuc=b, F'(c) denota a derivada à direita ou a derivada à esquerda, 
conforme o caso. 

Demonstração. Como f é integrável segundo Riemann, f é limitada. 
Portanto, existe M > 0 tal que |f(l< M paratodoa st <b. Sea<xxsy<b 
oua<y<x< b temos 


y 
IFQ)- Fll= || fai) <MIy-al. 6.37 
Ea 


Dado € > 0, basta escolher ô = e/M para que se tenha |F(y)— F(x)| <e sempre 
que |y—x] < 6. Isto prova não apenas a continuidade, mas a continuidade 
uniforme de F em [a,b]. Suponhamos agora que f seja contínua em c. Dado 
€>0 escolhamos ô > 0 tal que 


If) - flo) <e 6.38 


se lt-c|<6 com a<t< b. Portanto, se |h| < ô temos 


F(c+ h)— F(c) 


1 c+h ] 
A -sof-li[ [f()- floldij<—elhl=e. 6.39 


lh] 


Este resultado permanece válido nos pontos extremos do intervalo (deve-se 
tomar A >0 ou h<0, conforme o caso) e dele se conclui que F(o=f(o. 1 


A continuidade do integrando em c é indispensável para que F seja dife- 
renciável em c. Por exemplo, seja f definida em [-1,1] por f(0)=0se x<0 
e f(xg)=1 se x>0. Então f é integrável em [-1,1 e F(x) = SA fljdx é tal 
que F(x)=0sex<0e Fúw)=xsex=>0, que não é diferenciável em x =0, 
pois as derivadas à esquerda e à direita são diferentes. 

O Teorema 6.10 tem um corolário que é rotineiramente usado no cálculo 


de integrais. 


Corolário 6.11 (Segundo Teorema Fundamental do Cálculo) 
Se f é contínua em la,b] e f = g' para alguma função g, então 


b 
É fl)dx=g(b)-g(a. 6.40 
a 
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Demonstração. Seja 
x 
F(x) -[ fade. 641 
a 


Pelo Teorema 6.10, F' = f=g em lab. Logo, existe um número € tal 
que F(x) = g(x) + para todo x em [a,b]. Como F(a) = 0, segue-se que 
C=-g(a). Assim, F(x) = g(x) — g(a) e 


b 
vi fldt=F(b)=g(b)-g(a), 6.42 
a 
o que completa a demonstração. E 


O segundo teorema fundamental do Cálculo vale sob condições menos 
restritivas: f não precisa ser contínua, basta ser integrável (Problema 6.10). 

É comum estudantes saírem de um curso de Cálculo com a impressão de 
que a integral não tem existência independente, mas é meramente a inversa da 
derivada — a antiderivada —, e que a equação (6.40) representa a definição 
de integral: for = g(b) — g(a) onde g é uma função cuja derivada é f. Isto, 
evidentemente, não é verdade, pois existem funções integráveis que não são 
derivada de nenhuma função. Por exemplo, a função f definida por f(0) = 1 e 
f(x) =0 se x 0 é integrável em qualquer intervalo, e sua integral é zero. Se 
existisse g tal que f(x) = g'(x) para todo x E R, teríamos g(x)=C para x>0 
e g(x) = C; para x<0, onde Cy e Ca são constantes. Como a derivada de g 
existe em qualquer ponto, g é contínua. Isto requer C|=C,=Ceg(0)=C. 
Portanto, g é constante sobre toda a reta real e sua derivada é identicamente 
nula, em contradição com g'(0) = f(0) = 1. Nem mesmo a existência de uma 
primitiva garante a validade de Eq.(6.40): o matemático italiano Vito Volterra 
construiu uma função diferenciável g: [0,1] — R, com &' limitada, para a qual 

5 g'W)dx+ g(1) - g(0) porque g” não é integrável (Hawkins 1975, p. 57). 


IntecraL Como LimrrE DE SOMAS 

Vejamos, finalmente, a equivalência entre a definição de integral em termos 
das integrais superior e inferior e a definição tradicional como limite de somas. 
Reconsideremos a soma de Riemann S(Bf) definida pela Eq. (6.4). 


Teorema 6.12 (a) Se existe o limite de S(Bf) quando ||P|| tende a zero, então f 
éintegrável e 
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b 
lim sep=[ fúdjdx. 6.43 
a 


HPI—O 


(b) Se f é integrável então (6.43) vale. 
Demonstração. Provaremos apenas a parte (a); vide Lima (2004) para uma 
demonstração da parte (b). Suponhamos que exista o limite de S(P f) quando 
ILPIl tende a zero e que seu valor seja A. Então, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que 
H2I| < 6 implica : 
[a 
A-q<SBI<A+ 6.44 


quaisquer que sejam os pontos intermediários é;. Escolhamos esta partição 


P. Fazendo variar os números E; sobre os intervalos [x;-1,X;] e tomando o 
supremo e o ínfimo dos números S(B.f), resulta 


A-CEBDSIBNSAr 6.45 


Consequentemente, 
TBN-UBN=<5<e, 6.46 


o que prova que f é integrável pelo critério de Riemann. Portanto, 
a E e b € 
[ fO)dx= infi(Bf)=A- Fi [ fldx=supi(Bf)<A+ 7 6.47 
a a 
donde ; 
Sea [ flndx= é, 6.48 


Como isto é válido para todo e > 0, segue-se que A = Jo fújda. E 


6.4 Teoremas do Valor Médio Para Integrais 


Como temos visto, o teorema do valor médio do cálculo diferencial é extrema- 
mente útil para fazer estimativas c limitações de funções diferenciáveis. Há 
resultados análogos para integrais que também são de utilidade em diversas 
circunstâncias. 


Teorema 6.13 (Teorema do valor médio generalizado para integrais) 
Se f é contínua em la,ble g é integrável e não muda de sinal em la,bl, então existe 


umpontoctalgueasc<be 
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b b 
[ fodgl) dx= f(9 [ gly)dx. 6.49 
a a 


Demonstração. Podemos supor que g > 0 em [a,b] (por quê?). Como exis- 
tem me M tais que m< f(x) <M para todo x em [a,b], temos mg(x) < 
fO)g(x) = Mg() para todo x € [a,b), donde 


b b b 
mf glh)dx <[ foge da<m f gl) dx. 6.50 
a a a 


Se [º gu dx =0 segue-se que SP fodgho dx=0 e a equação (6.49) é satis- 
feita para qualquer c € [a,b]. Se IP go) dx>0 temos 
b 
m< Ja Sogto) dx dd ga <M 
fi go) dx 


e o teorema do valor intermediário garante a existência de c E [4,b) para o 


6.51 


qual 
= Ja fogo dx 
fé go)dx 


o que completa a demonstração. E 


Fc) 


6.52 


Este teorema possui um corolário muito útil. 


Corolário 6.14 (Teorema do valor médio para integrais) Se f é contínua em 
La,b], existe um ponto c € [ab] tal que 


b 
[ fo)dx=f(c)(b-a). 6.53 
a 


6.5 Fórmula de Taylor 


A fórmula de Taylor é extremamente importante e serve de base para a ex- 
pansão de funções em séries de potências. A estimativa do resto na fórmula 
de Taylor propicia uma aplicação interessante do teorema do valor médio 
generalizado para integrais. 


Definição 6.15 Uma função f é dita de classe C" se as derivadas PES past 
existem e são contínuas em todos os pontos do domínio da função. Uma função é dita 
de classe CO se suas derivadas de todas as ordens existem. 
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Seja f : La,b] — R de classe C?. Então, se x€ [a,b] temos 


É 
fo9= fia [ rimar, 
a 

pelo teorema fundamental do cálculo. Podemos fazer aparecer a segunda de- 
rivada de f na expressão acima para f(x) fazendo uma integração por partes 
engenhosa com a ajuda da função g(t) = x—t, que satisfaz g'(1)=-1 (derivada 
em relação a £ com x fixo). Então, 

XxX x 

rem= 104 [ rindt= fa- [ fea- n/d 
; Liso ” o 
=fa- pot n| + [ fim de 
t=a Ja 
x 
=f(a)+flax- a) +[ (x— Df'(Ddt 
a 
Se f é de classe C?, 
x x “92 
[ fu ndi= -[ die a [dr 
a 
QD = mn LS (x— GP emas 


“a x 
era Era 
a 


donde 
fo=ftd+fiada- gaita Lt a)? + [E im ED mmar. 


Por indução, temos um importante resultado. 


Teorema 6.16 (Fórmula de Taylor com Resto Integral) Se f é de classe C rea 
em [a,b), então 


Jr n 
fo9= fta)+ fran ari a Da a? +- DO aa)" + Roo 


onde 


X 
À =)" fede 
«Ja 


é chamado de resto. 
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Definição 6.17 Se f possui derivadas até a de enésima ordem no ponto a, o po- 
linômio 


s (a) 


n 
Ta(x) =fig+ fama ars (O 


(x— a)” 
n! 


chama-se polinômio de Taylor de ordem n em torno de a associado a fe 


Quanto menor o resto, mais bem a função é aproximada por seu polinômio 
de Taylor. Se o resto 


1 x 
Ralx)= al. (-9"f"*Deydt—0 quando n— 00, 
“Ja 


então a série de Taylor 


o n . H n 
» f a (x— a)” = fifa eg rã 
0 nm! 2 nt 
converge para f(x) e podemos escrever 
“ n 
ft) =1i0+804-0+ a atas DO rata 


Há diversas formas de expressar o resto Rn(x) que facilitam a tarefa de 


estimar o erro cometido ao se aproximar f(x) por seu polinômio de Taylor de 
grau n. 


Teorema 6.18 (Fórmula de Taylor com Resto de Lagrange) Se f é de classe 
C'H em [a,b), então 


f”(a) 


(xa) +..+ a E 0" + Rana) 


[= fa+fau-a+L io 


onde 
tu= aj 


— gln+41) 
Ra(x) = (o) (nEDi 


para algum c E [ax]. Esta expressão para Rn(X) chama-se forma de Lagrange do 
resto. 

Demonstração. Tome g()=x-te aplique o Teorema 6.13 à integral fi(x— 
ºfDandt que aparece na forma integral de Rn(x) dada no Teorema 
6.16. E 
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Um alerta final: o fato de a série de Taylor de f(x) convergir não assegura 


por si só que a série converge para f(x). 


Este exemplo desempenhou um papel histórico saliente (Dunham 2005). 
Quando a noção de limite ainda não era bem compreendida, Lagrange, a 
fim de evitar as quantidades infinitesimais (os embaraçosos “fantasmas de 
quantidades falecidas”), propôs definir as derivadas de uma função a partir 
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da sua expansão em série de potências. A função (6.54) foi apresentada por 
Cauchy para mostrar que a proposta de Lagrange era insustentável, uma vez 
que funções infinitamente diferenciáveis podem não admitir uma expansão 
em série de potências. 


6.6 4 Integral de Riemann-Stieltjes 


À integral de Riemann é uma espécie de média ponderada dos valores da fun- 
ção f num intervalo em que os-pesos são os comprimentos dos subintervalos 
Ixi-, X;]. À integral de Riemann-Stieltjes é uma generalização da integral 
de Riemann em que os pesos são mais gerais do que os comprimentos dos 
subintervalos. 


Definição 6.19 Seja f uma função limitada no intervalo limitado [a,b] e seja 
O uma função crescente em [a,b). Para cada partição P = (x9,x1,...,Xn) de [a,b] 
definimos 


Mi=suplfOlx-<x<x), m=inifQxn<x<x), 65 
IBf,0)= » Mila(x;) -a(x;-), UBf)= » mila(x)-al(x;-) 6.56 
i= i= 
é finalmente, definimos a integral superior de f em relação a à 
po = 
/ fda=infiBf,o) 6.57 


e a integral inferior de f em relação a q 
b 
[ fda=supi(Bf,o), 6.58 
a 


onde o supremo e o ínfimo são tomados sobre todas as partições P de [a,b). 


Definição 6.20 Se as integrais superior e inferior de f em relação a à são iguais, 
dizemos que f é integrável à Riemann-Srieltjes relativamente a q em [a,b), e 
representamos o valor comum de (6.57) e (6.58) por 


b b 
) fda ou ) FfO)da(s). 6.59 
a a 
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Note que a função a não precisa nem sequer ser contínua. Obviamente, se 


f=1 tem-se 


b 
[ da=a(b)-at(a). 6.60 
a 
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ER rn 


aqualquer que seja o intervalo fab] que contenha a orige j 
«interior Esta é uma própriedade importante da função 0. 


A integral de Riemann-Stieltjes existe se f é contínua (Problema 6.5). 
Mais geralmente, mesmo que « não seja crescente, prova-se (Johnsonbaugh 
& Pfaffenberger 2002) que a integral de Riemann-Stieltjes existe se f é con- 
tínua e se « é uma função de variação limitada (noção que não definiremos 
aqui). A integral de Riemann-Stieltjes também pode ser definida como o 
limite de somas: prova-se que, quando ||P|| — 0, a soma de Riemann-Stieltjes 
S(Bfa) =, f(E)Aa; converge para a integral de Riemann-Stieltjes sem- 
pre que f é integrável relativamente a a e a é contínua. 

Já a equação formal da(x) = a'(w)dx sugere que a integral de Riemann- 
-Stieltjes de f em relação a « deve se reduzir a uma integral de Riemann 
quando a é diferenciável. Isto é confirmado pelo teorema abaixo, cuja demons- 
tração poder ser encontrada, por exemplo, em Johnsonbaugh & Pfaffenberger 
(2002). 


Teorema 6.21 Se a! existe e tanto f quanto q” são integráveis à Riemann em 
La, b], então 


b b 
[ fda =[ fl) dx. 6.68 
a a 


A comparação de (6.67) com (6.68) leva os físicos à escrever que a “deri- 
vada” da função degrau de Heaviside é igual à “função” delta de Dirac: 


8'()=609. 6.69 


Esta igualdade, que no presente contexto é meramente simbólica, adquire um 
significado preciso na teoria das distribuições, como será visto no Capítulo 9. 
Integrais impróprias de Riemann-Stieltjes são definidas exatamente da 


mesma forma que as integrais impróprias de Riemann. 


. 


Mm 
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Problemas 


6.1. (a) Se f e g são integráveis em [a,b] com f < g, prove que fóf= fig. 
(b) Dada uma partição P de [a,b], sejam M; e m; definidos da maneira usual 
para a função f, sendo M; e m; as quantidades correspondentes para | fl. 
(b) Se x,y € [x;-1,X:], prove que |fC) — fls Mi— mi. Prove, ainda, que 
[FCF QI < IF) f QI] e deduza que Mj-m;<Mi-mi. Sugestão para 
a segunda parte: tome o supremo, use o Teorema 3.14 e sup(-X) = -infX, 
como estabelecido na demonstração do Teorema 3.13. (c) Prove que se f é 
integrável então || também é integrável e 


b h 
If rega) s [ (fogldx. 
a a 


(d) Mostre, por meio de um contraexemplo, que a integrabilidade de |f| não 
assegura a integrabilidade de f. Sugestão: considere uma variante da função 
de Dirichlet fp. 


6.2. Sejam f e g integráveis em [a,b). Prove que: (a) fg é integrável em 
ta,b); (b) f/g é integrável em [a,b) desde que |gl= c>0 em [a,b). Sugestão 
para a parte (a): com h(x) = f()g(), da identidade 


AQ) RO) = goF0)- f09) + FO(gO) — 809) 


. À lista completa de referências, com plenos detalhes bibliográficos, encontra-se na Bibliografia 


no fim do livro. O símbolo * destaca obras cuja leitura é altamente recomendada. 
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deduza que existem números A>0e B> 0 tais que 
lh) — AG < ALfO) — FOI + Big — gl] 
e, em consequência, com notação autoexplicativa, 


ME mt <a mi) + B(Mt mf). 


Í 


6.3. Seja [x] o maior inteiro não superior a x. Por exemplo, [n]=3 e [-1,7]= 
—2 = [-2]. Decida qual das funções a seguir é integrável em [0,2] e calcule a 
integral quando existir. 

(a) f(x) = x+ [x]. 


(b) f(x) = x+ [x] se x é racional e f(x) =0 se x é irracional. 
6.4. Calcule fy x2dIx]. A definição de [x] encontra-se no Problema 6.3. 


6.5. Prove que se f é contínua então f é integrável à Riemann-Stieltjes em 
relação a a, qualquer que seja a função crescente a. 


6.6. Prove o seguinte teorema do valor médio para integrais de Riemann- 
-Stieltes: se f é contínua em [a,b], existe um ponto c € [a,b] tal que fe fda = 
Fc) La(b) - (a). 


6.7. Seja f integrável em [a,b]. Prove que existe x € [a,b] tal que 


x b 
[rmar= [ fede. 
a x 


Interprete geometricamente e mostre, por meio de um exemplo, que nem 
sempre é possível que se tenha x € (a,b). 


6.8. Se f é contínua em [0,00) e Jim f69) = a, prove que 
— 00 


1 x 
lim — | flydt=a. 
0 


X->00 x 


Sugestão: considere 


1 NAM 
io) Atlas 


N 1 NAM 
Í fíg)dt+ Í, fed, 


1 
N+M N+M 
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leve em conta que f (x) pode ser tornado arbitrariamente próximo de a sempre 
que x > N tomando N suficientemente grande, e depois trate de escolher M 


apropriadamente. 


6.9. Seja f contínua em R. (a) Se F(x) = do. xf(t) dt, encontre F'(3). (b) Use 
o resultado do item (a) para provar que 


+ 4 u e. 
VI, renanau= [ (- 0 fudt. 
0 0 0 


6.10. Se f éintegrável e f = g' em [a,b], prove que para qualquer partição P 


de la,b] existem números €; € [x;-1,X;] tais que 
n 
g(b) - gla) = fEDAXx;. 
ia 


Usando a parte (b) do Teorema 6.12, prove (6.40). 


6.11. A função f:R — R é periódica com período a se f(x+ a) = f(x) para 
todo xE R. (a) Se f é periódica com período a e integrável em [0,4], prove que 
ho f= fg f para todo be RR. (b) Encontre uma função que não é periódica 
mas sua derivada é periódica. (c) Se f" é periódica com período a e contínua 
em [0,al, prove que f é periódica com período a se e somente se f(a) = fo. 
6.12. Sejam g e h diferenciáveis, f contínua e 
h(x) 
Fw=| far. 
80) 


Prove que 
F'(9) = f(hG) h' (9 figo) g' 09. 
6.13. Seja f = 0 uma função contínua em [a,b] e M = max f. Prove que 


enfim 


6.14. Seja f uma função contínua em la,b] tal que fe =0. Prove que 
f=0em [a,hl. 


/ 


Sequências e Séries de Funções 


A discussão das séries de Taylor no fim do capítulo anterior indica a impor- 
tância de se considerar funções definidas por séries de funções da forma 


fo) =fAl)+Bl+fo)+- 


e estudar sua propriedades, Como no caso de séries numéricas, o estudo 
de séries de funções deve ser precedido pela investigação das sequências de 
funções. 


7.1 Seguências de Funções 


Estaremos interessados em sequências de funções com valores reais ou comple- 
xos definidas num conjunto X. Tipicamente, mas não necessariamente, X será 
um subconjunto de R. Seguências de funções serão denotadas por ( file OU, 
simplesmente, por (fn); quando se revelar conveniente, a notação A, fo, fa»... 
também será empregada. 


Definição 7.1 Seja (/n) uma sequência de funções definidas num conjunto X. 
Seja f uma função definida em X. Dizemos que (fn) converge pontualmente para 
femkX se dim fr00) = f(x) para cada xe X. 


De acordo com esta definição, a sequência de funções (f;) converge pontu- 
almente para a função f em X se a sequência numérica (fr (x)) converge para 
o número f(x) para cada xe X. Em símbolos, esta definição escreve-se: 


(Ve>0(Vxe MaANEN(A>N => |fhl)-fli<e. 
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É importante ressaltar que, de modo geral, o número N depende tanto de € 
quanto de x. 

Muitas das funções mais importantes da Matemática são definidas como 
limites de sequências de funções mais simples. Se (fn) converge pontualmente 
para a função f e cada uma das funções fr goza de uma certa propriedade, 
parece razoável esperar que a propriedade seja transferida para f. No entanto, 
como diz Spivak (1994, p. 491) com sua verve admirável, o corpo de re- 
sultados sobre funções definidas como limites de sequências pode ser assim 
resumido: tudo que esperaríamos que fosse verdadeiro é falso, e na verdade 


dispomos de uma esplêndida coleção de contraexemplos. 


ti 
ih 


di 


Este exemplo mostra que, apesar de cada fn ser contínua, a função-limite 
f não é necessariamente contínua. 

Como de modo geral a diferenciação torna as funções mais irregulares, não 
seria de se esperar que a situação fosse melhor no que se refere à diferenciabi- 
lidade. 
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De modo geral; portanto, a der j g 
derivadas: Além do thais. à fanigforlisiite de uma sequência 'da. ia 
e prado queiiaa 


diinciávels não é 


Como a integração é muito menos sensível às irregularidades das funções 
do que a diferenciação, é razoável esperar que o processo de integração de 
sequências de funções comporte-se de modo mais decente. Infelizmente, essa 
expectativa é frustrada. 


(1) =0 para tódo nº 
tesulta que f(x) = 
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Nos três exemplos examinados, o gráfico de fa não se torna arbitraria- 
mente próximo do gráfico da função-limite f para todo n > N para algum 
N suficientemente grande. Isto significa que se considerarmos uma faixa de 
largura 2€ em torno do gráfico de f (e para cima e € para baixo), haverá pontos 
x em que o número fn(x) cairá fora dessa faixa. Para um dado e, para que uma 
porção cada vez maior do gráfico de fh esteja incluída na faixa teremos que 
tomar Ns cada vez maiores. Não existe um N que faça com que todo o gráfico 


de fn com n> N esteja dentro da faixa. 


7.2 Convergência Uniforme 


Se desejamos que os problemas agudos encontrados nos exemplos anteriores 
sejam resolvidos ou pelo menos amenizados, precisamos de uma noção de 


convergência mais forte do que a convergência pontual. 


Definição 7.2 Seja (fr) uma sequência de funções definidas num conjunto X. Seja 
f uma função definida em X. Dizemos que (fn) converge uniformemente para f 
em X se para todo € > 0 existe NEN tal que | fn(x) — fO)| <€ sempre que n> N 
qualquer que seja xe X. 


Em símbolos, esta definição escreve-se: 


(Ve>0)INENWVxeX)n>N => |fil)-fúwl<e. 
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Assim como no caso da continuidade uniforme, a definição de convergência 
uniforme difere da definição de convergência pontual na inversão das posições 
dos quantificadores universal V x e existencial JN. Esta troca modifica profun- 
damente o significado expresso pela declaração quantificada. Agora, exige-se 
a existência de um N que sirva para qualquer x, isto é, se n> N todo o gráfico 
de fr está contido numa faixa de largura 2€ em torno do gráfico da função- 
-limite f. É claro que convergência uniforme implica convergência pontual, 
mas a recíproca não é verdadeira. Nos três exemplos discutidos acima ocorre 


convergência pontual, mas em nenhum deles a convergência é uniforme. 


He) para: a sempre que à > e, renbigide À fd < <e er odo é 


po m à. Por outro ne note que gy(1/n) = 1 para todo n EM 
de: não existe 


Como, no caso de convergência uniforme, os gráficos de f, e f tornam-se 
arbitrariamente próximos a partir de um n suficientemente grande, se cada fx 
for integrável f deve ser integrável e a integral de fp deve convergir para a 


integral de f. 


Teorema 7.3 Seja (fn) uma sequência de funções integráveis num intervalo limi- 
tado [a,b]. Suponha que (fn) converge uniformemente para f em [a,b). Então f é 


integrável em [a,b) e 
b b bh 
gafe ; 


Demonstração. Devido à convergência uniforme, dado € > O podemos esco- 
lher Ne N tal que, para todo x € [a,b), 
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fu) — Ol sia a 


ou, equivalentemente, 


fu) — E IO Dra a 


É imediato que, para qualquer partição P de [a,bl, 
MBp<TBfy+S. MBD=IBf-S. 72 


Como fw é integrável, o critério de Riemann — Teorema 6.8 — nos permite 
escolher P tal que 
- € 
; KBfn)- MBfN)< 5. 73 


Combinando (7.2) e (7.3) obtemos 
TB)-IBf<e 


e fica estabelecida a integrabilidade de f pelo critério de Riemann. 
Para provar (7.1), dado € > 0 escolhamos N E N tal que 


ln 


para todo n > N e todo x € [a,b). Então, 


bh b b 

| tua [" feoaz)=] [ qnto -renaz 
b 

= [ nto) feotdx 


=€ 


para todo n> N. Isto prova que a sequência numérica (f, o fulWdx) converge 
para o número f fode 


Esta demonstração sugere que a condição de que o intervalo seja limitado 


não pode ser dispensada. 
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' É fácil mostrar que esta sequência comiág: REDES parsa foda : 
Xin «| pará ler x em 


=14[. impar 
am Odx = 0. 


Vale destacar que a convergência uniforme é condição suficiente para que o 


limite da integral seja a integral do limite, mas não é necessária. 
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O tratamento da continuidade é ligeiramente mais difícil e utiliza o cha- 


mado “argumento e/3”. Para estabelecer que a função-limite f é contínua no 


ponto x é preciso mostrar que, dado € > 0, tem-se 
If) — FI <e 74 


sempre que |x— y| < ô para algum ó > 0. Suponha que possamos fazer com 
que 


al) FO < 5 e tal) fOI<S E” 
tomando n suficientemente grande. Se cada fy é contínua, podemos tornar 
al filI<5 76 


desde que |x— y] seja suficientemente pequeno. A desigualdade (7.4) decorre 
imediatamente de (7.5) e (7.6). Mas, para termos as desigualdades (7.5) satis- 


feitas em pontos distintos x e y, é necessário invocar a convergência uniforme. 


Teorema 7.4 Seja (fn) uma sequência de funções contínuas em (a,b] e suponha 
que fn converge uniformemente para f em [a,b). Então f é contínua em [a,b]. 
Demonstração. Como (fy) converge uniformemente para f em ta,b], para 
todo € > 0 existe N E N tal que 


fu) — fOdt< 5 para todo x e (a,bl. 
Como fw é contínua em x € [a,b], existe ô > O tal que 


1x9 - fu(nl< : 
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selx—y|<ô. Portanto, se |x— y|<ô, 


1F69 = FOl=1f09- fu60 + fu0d = fu) + fu) FOI 
<If69- fuo)! + flo fnol+ fungo) ff] 


e e 
<-+->+>=€ 


Isto prova que f é contínua emtodo xe lab]. E 


O caso da diferenciação é bem mais delicado. 


niformemente — uma vez que gy CO! < 1) VA pe todo; 
s oscila cada vez mais rapidamente à á medida ue n cresce A 


a Peste [il 


Apesar das dificuldades que acabamos de ilustrar, se a sequência das deriva- 
das converge uniformemente para uma função contínua o teorema fundamen- 
tal do cálculo, aliado ao Teorema 7.3, torna quase inevitável que a derivada do 
limite seja igual ao limite das derivadas. 


Teorema 7.5 Seja (fu) uma sequência de funções diferenciáveis em [a,b), cujas 
derivadas fi, são integráveis em [a,b], e suponha que a sequência ( fi) converge 
umiformemente para alguma função contínua g. Suponha, ainda, que para algum 
ce la,b] a sequência de números (fn(C)) é convergente. Então fn converge unifor- 
memente para uma função f que é diferenciável e 


fo) = lim fa(0. 


a 
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Esta ultima igualdade costuma ser escrita na forma mais sugestiva 


d 
E dim nO) = Pitt — fa (x). 


Demonstração. Pelo segundo teorema fundamental do Cálculo! temos, para 
qualquer x e [a,b), 


x 
fala) = foto + [ findt. 
C 


Como (f7) converge uniformemente para g, o Teorema 7.3 permite tomar o 
limite sob o sinal de integral para obter 


x. X 
fG)= lim fito | Jim fundt= ft0+ | g(ndt. 
Oo x € —00 c 


Como g é contínua, 


FG) = gl9= lim fi69. 


Só resta mostrar que a convergência da sequência (fn) é uniforme. Dado e > 0 
existe N E N tal que, para todo n> N, 


Unlc)— fiol<5 e IfKO- SUIS € juca er tdo te lab). 


Consequentemente, para todo n > N e todo x e [a,b), 


x 
nto = flo fato) fto+ [ 10) - galar< + (b-a)= 
c 


2 E a) 


Isto prova a convergência uniforme e completa a demonstração do teorema. E 


7.3 Séries de Funções 


Às séries de funções são definidas a partir das sequências de funções exata- 
mente como as séries numéricas são definidas a partir das sequências numé- 
ricas. 


Conforme o Problema 6.10, basta que se tenha f = g com f integrável para que a equação (6.40) 
seja válida. 
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Definição 7.6 Se (fu) “uma sequência de funções reais definidas num conjunto X, 
a série de funções aa no par ordenado (o) (sm), onde 


Sm=h+f+c+f. 


Definição 7.7 Se (fp) é uma sequência de funções reais definidas num conjunto 
X, a série de funções nã Ín converge pontualmente para f em X se e somente 
se (Sn) converge pontualmente para f em X. À série de funções e Fa converge 
uniformemente para f em X se e somente se (sn) converge uniformemente para f 
em X, 


Cada um dos teoremas anteriores tem uma versão correspondente para 
séries uniformemente convergentes. Foi Weierstrass quem primeiro percebeu 
e destacou a importância da distinção entre convergência pontual e conver- 
gência uniforme, e que esta última assegura a validade da integração termo a 
termo de uma série de funções. 


Teorema 7.8 Suponha que LO, fn converge uniformemente para f em [a,b). 
(1) Se cada fh é contínua em [a,b), então f é contínua em [a,b). 
(ii) Se cada fp é integrável em fa,b], então f é integrável em [a,b) e 


b oo b 
[r-Els 


ou, numa forma equivalente porém mais sugestiva, 
$ 


b oo 


[Ln-5 Ro 


Suponha, agora, que para algum c E [a,b] a série numérica Loo fulc) é conver- 
gente. 

(iii) Se cada fn é diferenciável com fp integrável em [a,b] e DL, fi converge 
uniformemente em [a,b] para alguma função contínua, então 


oo 
f)= DD fl 
n=1 
om mais sugestivamente, 


e E frog) = js falo. 
md 
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Demonstração. (1) Como cada f, é contínua, sa = fi+---+ fa É contínua. 
Segue-se que f é o limite uniforme de (s,), logo f é contínua pelo Teorema 
ZA. 


(11) Como sy converge uniformemente para f, segue-se do Teorema 7.3 que 


b b 
) f= lim s, = lim e jm [' CGhA+-c+ fa) 
a 


a 14-00 n—>00 


cm fnsif fe. 


(111) Cada sa é diferenciável, cada derivada s), é integrável e (s,) converge 
uniformemente para uma função contínua. Além disso, a sequência numérica 
(sn(c)) é convergente. Logo, 


Do 
1'= im sa= Jim i++ f)= 5 fi 


pelo Teorema 7.5. 
Todos os resultados expressos neste teorema dependem da convergência 
, Ea fens 
uniforme das séries 322, fm ou 5224 fa: À condição mais simples que asse- 
gura a convergência uniforme de uma série de funções está contida no resul- 
tado a seguir. 


Teorema 7.9 (Teste M de Weierstrass) Seja (fn) uma sequência de funções de- 
finidas num conjunto X e seja (Mn) uma sequência de números positivos tais que 


In) s Mn para todoxe X. 


. oo 

Suponha, ainda, que 5 11 
oo ba = (Doo ' 
>» n=1 Ín(x) converge absolutamente e a série de funções » n=] Ín converge unifor- 


memente para a função 


My é convergente. Então, para todo x E X a série 


= Eh 
n=1 


Demonstração. Para cada x c X a série Xá |fn(x)| é convergente pelo 
teste da comparação, de modo que existe f(x) - L 2, fn(x). Além disso, para 
qualquer x e X temos 


|f63- [A 69 +:--futa]]-| bas fio)s E los 5 Mm 


n= a n=N4 
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2 “ oo 
Como PY, My é convergente, o número real V n=n41 Mn pode ser tornado 
arbitrariamente pequeno escolhendo N suficientemente grande. R 


a E a B. 
o Sem b EE ate 


sen IE Cómo sen tt, 4 
ração teimo a termo é 


7.4 Séries de Potências 
Quando fn(x) = an(x— a)” a série de funções 


IO) = fol)+ AO) + BO)+-= 5 antx— a)? 


n=0 
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é chamada de série de potências centrada em a. O teste M de Weierstrass 
é particularmente apropriado para o estudo da convergência de séries de po- 
tências. Sem perda de generalidade, e para simplificar a notação, estudaremos 


apenas séries de potências centradas em 0, isto é, 
oo 
n 
fl)= y AnX 
n=0 


Em geral as séries de potências não convergem para todo x. Há mesmo 


casos extremos em que a série só converge para x = 0, como a série 
oo 
Dna”, 
=0 


para a qual o teste da razão fornece 


A+ Dart 
nx]? 


[E 
An 


=(n+ Dial, 

que tende para +oo quando n — oo se x £ 0. No entanto, se a série de 
oo 

potências 3: anx” converge para algum xo £ O muita coisa pode ser dita sobre 


n=0 
f para |x|< |xol. 


Teorema 7.10 Suponha que a série 
oo 
n 
À Anxo 
n=0 
seja convergente. Então a série 
o 
fo)= Do, anx” 
n=0 


converge absolutamente e uniformemente para todo x tal que |x| < |xol. Além disso, 
fé diferenciável e 


fQ=> naçx" 
n=1 


para todo x com |x] < |xgl. 
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Demonstração. Seja c um número positivo tal que O < c < |xg]. Como a 
série Li 4nX é convergente, seu termo geral tende a zero. Em particular, 
a sequência (a, x) é limitada, isto é, existe algum número M > O tal que 


lanxii<M para todo n. 
0 P 


Para x com |x| < c temos 


n n e! 

x lxl Cc c 

lanx"I= [anxi =|=lanxy +S = =Mr" onde 0<r= — <1, 
xy Ixal Ixol xo] 


de modo que a série geométrica 


é convergente. Pelo teste M de Weierstrass, com My = Mr”, segue-se que 
Dio &nx” converge uniformemente (e absolutamente) em |-c,c]). Quanto à 
série das derivadas DX, nanx""!, um argumento análogo se aplica, pois 


7 E x! n laçp=1 M E 
Inanx" = nlagxt! |- n 


asno =Mar 
bol?! xo] 


converge (pelo reste da razão), o teste M de Weierstrass com M, = Mnr"-1 
mostra que a série 15º, nanx" converge uniformemente e absolutamente 
em [-c,c]. Como cada termo da série das derivadas é uma função contínua, 


seu limite é uma função contínua. Pelo Teorema 7.8, a série das derivadas 


converge uniformemente para a derivada da série original, isto é, 
so 1 
f'Q)= 5 napx'o. 
n=1 


Como c é qualquer número positivo menor que |xy], os resultados para a série 
original e para a série das derivadas são válidos para todo x tal que |x] < Ixgl.E 
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As considerações anteriores aplicadas a uma série de potências valem igual- 
mente para sua derivada. Portanto, se a série 


fO)=> anã” 


n=0 


converge num intervalo (—R,R), sua segunda derivada é dada por 


f'0)= 5 n(n- Dagx"? 
n=2 
para todo xe (—R,R). Em geral, 
fo) = » n(n=D-(n-k+ Wax" 
n=k 


e f é infinitamente diferenciável em (-R,R). Note, ainda, que 
OO =kk-1--lap= kar, 


de modo que 
fm (0) 
Qn="—— 
a! 
e toda série de potências centrada em x = O é a série de Taylor da função 
definida pela referida série de potências. É imediato que isto também vale 
Pp Pp q 
para uma série de potências centrada em x = a com a £ 0. Uma função que 
pode ser expressa como uma série de potências convergente num intervalo 


é chamada de função analítica no intervalo. Toda função analítica é infi- 


nitamente diferenciável, mas a recíproca não é verdadeira, como vimos no 
Exemplo 6.5.2. 
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-1 é a série obtida X 
E—À quanto é em x: 1 mas po nág 
que só eprante é a convergência pará Id <l. 


contradiz o Teorema 7.10 


7.5 Aplicações a Equações Integrais e Diferenciais 

As equações integrais encontram aplicações importantes no eletromagnetismo 
(Eyges 1972), na teoria quântica do espalhamento (Taylor 1972) e em inúme- 
ros outros ramos da Física. 

Antes de entrar propriamente no assunto alguns preparativos são neces- 
sários. Vejamos primeiro como se define continuidade para uma função de 
várias variáveis. No caso de uma função real ou complexa de n variáveis reais, 
com n> 1, a noção de continuidade é definida da mesma forma que no caso 
de funções de uma variável, exceto pela substituição de |x— y|, com x,y ER, 
pela distância 


Ibesyll= 0a =102+-:-+ Om = nm, 


onde x= (1... oXn)y = (Yi... Yn) ERP. Se X Cc R” é fechado e limitado, vale 
o teorema de Bolzano-Weierstrass: toda sequência em X tem uma subsequên- 
cia que converge para um ponto de X. Portanto, da mesma forma que para 
funções de uma variável, desde que X seja fechado e limitado, prova-se que se 
uma função f: X — R é contínua em X então f é uniformemente contínua 
em X. Além disso, f é limitada e assume valores máximo e mínimo em X. 
Temos um resultado simples e útil a respeito de funções definidas por 


integrais de funções contínuas de duas variáveis. 


Teorema 7.11 SeG:la,b] x [cd]—R écontínua e F: [a,b] —R é definida por 


d 
F(x) -[ G(x,s)ds, 77 
c 


então F é contínua. 
Demonstração. Para x e y em [a,b] temos 


d à 
teca -FQni=| [ (G(x,5) -Gonsnds| < [ IG(x,s)—- Glysllds. 78 
c [na 
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Seja dado e > 0. Como G é uniformemente contínua em la,b] x [c,d], existe 
8 >0 tal que 


e 
IG(x,s) — Gy, 9) < Ai 79 
se Il(2x,5) — (y,8)!| = |x— y| < 6. Portanto, 


€ 
d-c 


a 
IPG) - Fís [ IG(x,s) — Gl s)lds < (d-c)=e 740 
c 


sempre que Ix—- y|<ô8,o que prova que F é contínua — de fato, uniforme- 
mente continua — em [a,b]. E 


Equação INTEGRAL DE FREDHOLM 
Agora estamos prontos para tratar do assunto principal. A equação integral 
de Fredholm de segunda espécie é uma equação da forma 


b 
PO = f(x) +a [ K(x,s)p(s)ds, 711 
a 


onde f e K são funções conhecidas, À é um número real ou complexo e q) é 
a função incógnita. A função K é chamada de núcleo (kernel, em inglês) da 
equação integral. 

Tentemos resolver esta equação pelo método das aproximações sucessivas: 


Polo) = (9) = fm), 712 
Prl) = Golo) + af. KG )gO (ds = 406) +14 (9), 713 

Es goi 
bnl) = O (x)+ af. Ka)Pa-(sds= 609) + Aq +... + "GM, qa4 


onde 


b 
pt (x) =[ Kg!” Digds, nen. ZAs 
a 


Note que a n-ésima aproximação , é obtida por um método iterativo que 
consiste em substituir p — considerada como definida pelo segundo membro 
de (7.11) — em sua própria definição, isto é, no segundo membro da equação 
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integral (7.11), repetir o procedimento n + 1 vezes e descartar o termo que 


contém a função incógnita &. 


Se f é contínua no intervalo limitado 1 = [4,b] e K é contínua no quadrado 


IxI, então ambas são limitadas: 
Ifc)l<m (asx<b); IKGls M (a<x,s<b). 


Neste caso, 


GO ml=Ifll<m, 
b 
ye E [ KG MIf(lds<mMb- a), 
a 
Ip] < M max Ip Gob — a<mM(b-a), 


e, por indução, 
IP ls mM" (b- a”. 


Consequentemente, 


N N N 

Dare oo]= DU Ig alem APM -a", 
n=0 n=0 n=0 
de modo que, pelo teste M de Weierstrass, se 


1 
Al<—— 
AEs M(b-a) 


a série de Neumann 
oo 


a” pt ( x) 
n=0 


7.16 


717 


749 


7.20 


7.2 


7.22 


7.23 


converge uniformemente em [4,b] porque é dominada pela série geométrica 


convergente m5 p" com O<p=|AM(b-a)<h1. 


As considerações acima nos permitem formular um teorema de existência. 


Teorema 7.12 Seja f contínua no intervalo fimitado I = [a,b] e K contínua no 


quadrado 1 x E. Se 
IA(b- a) max |K(x,s)l<1 
a<x,s<b 


7.24 
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então a função p definida pela série de Neumann 
oo 
PO=D Aq, 725 
n=0 


com as funções POD dadas por(7.12) e (7.15), é uma solução contínua da equação 
(7.11). 

Demonstração. Substituindo (7.25) no segundo membro de (7.11) e inte- 
grando termo a termo, o que é permitido pelo Teorema 7.8 devido à conver- 
gência uniforme da série de Neumann, resulta 


b o b 
fl)+A [ Ke sp(sds= 0696) + A) 4? [ Kit, s)pUN(s) 
a n=0 a 
=p 0x) + a MD (9) 
n=0 
o 
=D 16 g)=qp(), 
n=0 
de modo que a equação integral é satisfeita. A continuidade de & decorre da 
continuidade de cada qt), pelo Teorema 7.11,e do Teorema 7.8. E 


A condição (7.24) não é necessária para a convergência da série de 
Neumann. Um exemplo extremo é a equação 


2x 
Px) = sen? x + af senxcossp(s)ds (0<x=<27), 7.26 
0 
para a qual 
max |K(x,s))= max Isenxcoss|=1 7.27 
Osx,s<27 O<x,s<27 


e o Teorema 7.12 só assegura a convergência da série de Neumann para 
Al< 1/27. No entanto, 


2x 3çj2x 
sen*s 
px) = sentx, 4 (x) =| senxcosssen?sds = sensx| | =0, 
o º 
7.28 
donde 
6 =0, n=23,.... 7.29 


Portanto, a série de Neumann é convergente para qualquer À porque, na 
verdade, se reduz a uma soma finita: apenas o primeiro termo da série é 
diferente de zero. 
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Equação INTEGRAL DE VOLTERRA 
Voltemos nossa atenção, agora, para a equação integral de Volterra de se- 
gunda espécie 


X 
&0) = fl) + 1[ Ki spis)ds (a<x<b). 7.30 
a 


O método das aproximações sucessivas é aplicável tomando K(x,8) = O 


para s > x. Com as memas hipóteses anteriores sobre f e K temos 
PU egl=Ifolsm, 731 


IpDG]< ) KG fds <mM(x- a), 732 
a 


a x x “a? 
9a [ (x IG! ds MmM | (s-ajds= mA 733 
a a 


e, por indução, 
mn an 
Ip Gl < mar EE < muro 134 


Uma vez que 


N N N n n 
mM"(b-a 
z 16º) <DIAIGP o!= page = meUMib-a), 
n=0 n=0 n=0 lda 
7.35 
segue-se que a série de Neumann converge uniformemente qualquer que seja o 
valor de À, e constitui uma solução contínua da equação (7.30). 


Consideremos, agora, as soluções contínuas da equação homogênea 


PO)=A ) K(x, )p(s)ds. 7.36 
a 
Com 
A= max Ifg()|, 737 
a<x<b 


a repetição da análise anterior fornece 
IPOII=IMAME — a), 738 


e 2412 | (1)? 
bl] ) KG lipetds <P MAS 
a 
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e, por indução, 
IMIAMa — ap" 
nt É 


IblOI=A 7.40 
Como esta desigualdade vale para todo n e, qualquer que seja x, 
“mn 
in PAM sa ui 


n—00 n! 


concluímos que a única solução contínua da equação de Volterra homogênea 
éGP=0. 

Teorema 7.13 Seja f contínua no intervalo limitado I = [a,b] e K contínua no 
quadrado 1 x IT. Para qualquer valor de À a equação integral de Volterra (7.30) 
possui uma única solução contínua dada pela série de Neumann correspondente. 
Demonstração. A existência de uma solução contínua dada pela série de 
Neumann foi demonstrada acima, Se e > são duas soluções contínuas de 
(7.30), a diferença q — > é uma solução contínua da equação homogênea 
(7.36). Mas acabamos de provar que a única solução contínua da equação 
homogênea é p = 0. Portanto, Pr = 2 e a unicidade fica estabelecida. E 


tao 
! 
e alto 


ua da”. 


CR RR 
- Sob as condições do Teorema 7,12, prove que a soluçã 
" equação d NE its 


Equação DirERENCIAL LINEAR DE SEGUNDA ORDEM 
Como importante aplicação deste último teorema, considere a problema de 
existência e unicidade das soluções da equação diferencial de segunda ordem 


0) + a (ou (00) + art u(x) = fl) 7.42 
no intervalo limitado 1 = [4,b] com condições iniciais 
ula)=uo, u(a)=m. 743 


Suponhamos que «1, a> e f sejam contínuas em 1 e busquemos uma solu- 
ção u E C2(1), isto é, u e suas duas primeiras derivadas são funções contínuas 
em 7. Definindo q(x) = u”(x), duas integrações sucessivas fornecem 


XxX 
“Q)=u +[ dlslds 744 
a 
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E t 
u(x) = uo+utr=a)+ | ar [ flods. TAS 
a a 


Portanto, invertendo a ordem de integração (vide teorema de Fubini do 
Apêndice A) ou usando o resultado do Problema 6.9, temos 


x t E x x 
[ ar [ gtds= [ ds [ ago = | (x— pls) ds, 7.46 
a a a s a 
o que permite reescrever a equação (7.45) na forma 
x 
u(x) = wo in(r=a)+ [ (x— Jpls) ds. 747 
a 


Introduzindo u”' (x) = (x) e as equações (7.44) e (7.47) na equação diferencial 
(7.42) resulta 


x 
pl) = rxo+ [ K(x,s)p(s)ds 7.48 
a 
com 
K(x,5) = — ay (x) — (x— s)az 00) 7.49 
[o 
FP (9) = f (09) — uy ai (0) — Ho ao (3) — (x— au as(a). 7.50 


Como F e K são contínuas, o Teorema 7.13 assegura que a equação integral 
(7.48) tem uma única solução contínua q. Logo, a equação diferencial (7.42) 
com as condições iniciais (7.43) tem uma única solução u em c2(1) dada 
por (7.47). O mesmo método estabelece existência e unicidade para equações 


diferenciais ordinárias lineares de ordem n. 


INTERVALO DE INTEGRAÇÃO ARBITRÁRIO 

Quando o intervalo de integração não é limitado, métodos mais sofisticados 
são necessários para provar existência e unicidade das soluções das equações 
integrais de Fredholm e Volterra. No Apêndice B é apresentado um método 
capaz de lidar com equações integrais em espaços de Hilbert e que tem a 


virtude de ser aplicável a equações integrais não lineares. 
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7.6 Diferenciação Sob o Sinal de Integral 
Considere uma função f definida pela integral 


b 
fl) -[ gw dy 
a 


onde xe XCReg:Xx[a,b] —R. O processo de diferenciação é particu- 
larmente delicado e a derivada de uma função definida por uma integral nem 


sempre pode ser obtida diferenciando cegamente sob o sinal de integral. 


InrervaLO DE INTEGRAÇÃO LIMITADO 
Quando o intervalo de integração [a, b] é limitado, a diferenciação sob o sinal 
de integral é permitida sob uma condição suficiente não muito restritiva. 


Teorema 7.14 Se g e dg/0x são contínuas no retângulo [c,d] x [a,b), então a 


Junção f definida por 
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b 
foo= [ glwydy 
a 
é diferenciável e 
fg)= [5 SElesldy 


para todo x e (c,d). 
Demonstração. À continuidade de g assegura a existência da integral que 
define f. Se x e x+ h são pontos de (c,d), com h 0, temos que 


raras. [de uynay|- IV psi g06,)) «E teJay| 
f 
a 


glx+h,y)— g(x,)) as 
h 
Pelo teorema do valor médio aplicado à função g, 


x 0» y) ay. 


ga+hy)-g(w,y)= dela +7m)h 


para algum 7 tal que 0 < In < |hl, de modo que 
+h- ba 
teto [ E nav)= [7 [5 (ema) Sta) dy. 


ô , ) 
Como = é uniformemente contínua em [c,d] x [a,b], dado e > O existe 6 > O 


tal que 
[E cerm, p- E 7] <— 
ôx b 


se [x +7,)) — (x,9)I| < Ô, que equivale a In] < ô. Como 0 < In] < |hl, basta 
tomar |h| <ô para se ter 


fw+m-fo) ("og [% 
Rn À El ndy|< ne AR 
de modo que 
+h ba 
Pos im 1E E fo a E (endy, 
a Ox 


como queríamos demonstrar. | 
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InTERVALO DE INTEGRAÇÃO ARBITRÁRIO 

Quando o intervalo de integração não é limitado, os argumentos utilizados na 
demonstração do Teorema 7.14 são impotentes para justificar a derivação sob 
o sinal de integral, mesmo que 9g/ôx seja uniformemente contínua. 

A maneira mais simples e eficiente de generalizar o Teorema 7.14 sob con- 
dições extremamente brandas é usando a integral de Lebesgue (vide Apêndice 
À) e seus poderosos teoremas de convergência. Para simplicar algumas equa- 
ções, também usaremos a notação Dig para denotar a derivada parcial dg/ôx. 
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Teorema 7.15 Sejam X e Y conjuntos mensuráveis de R e suponha que g: X x 
Y>Resal que a integral de Lebesgue fe gix,yldy existe para cada x e X. Seja 
f definida para cada x e X pela integral de Lebesgue 


foo= [ gay. 


Se Dig(x,y) existe para (x,y) E X x Y e existe uma função G integrável em Y tal 
que IDigOsy)! = G(y) para (x,y) E Xx Y, então ES) existe para todo xE X e 


tem-se 


õ 
fi) sf E spy. 
y Ox 


Demonstração. Seja (hn) uma sequência tal que hn — 0 com hp É O para 
todo n. Então 


flx+ hm) — fls) Sl g(x+ hn) — g(x,y) 
Y 


Rn hm dy. 


Por hipótese, 
lim g(x+ hay) — g06,)) 


n—co ha 


=Digls,y) 


para (x,)) € X x Y. Pelo teorema do valor médio, existe En, com [El < |htnl, 
tal que 


gx + hn) gl) = Diga +) hn. 
de modo que 


g(x+ ny) — g0%,)) 


A =|Diglx+énpNI<C0) Vi peXxY. 
n 


Portanto, o teorema da convergência dominada de Lebesgue (Apêndice A) 


mostra que 


fes dim flx+ ho) -— fo 
n-00 n 
a lim gl t hm) - 806) dy 


n>00 ha 


- |, Digtanay. E 
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Ex mplo 7.6.3 dito e cg 
A tiansformada de Fouiier de à 


AA 
(A) = ez 
Doe 


ni de determinar explicitament 


Mo 
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Problemas 


7.1. Prove que cos nx não tende a zero quando n — oo para nenhum valor de 
x. Sugestão: se a sequência cos nx tende a zero, então a subsequência cos2nx 
também tende a zero; daí deduza uma contradição. 


72. Sejam fa) = 14 n2x?) e gn(x) = nx(1- 2)” com x€ [0,1]. Prove 
que (fn) e (gn) convergem pontualmente e determine os respectivos limites. 
A convergência de (fn) é uniforme? Prove que (gn) não converge uniforme- 
mente. Sugestão: examine os valores de gn(x) para x=1/n. 


7.3. Prove que a sequência de funções 


VE VEN PVE Vea x+ Vr+vE iai 


é convergente se x > O e calcule o seu limite. 


7.4. Seja (fn) uma sequência de funções limitadas que converge uniforme- 
mente para fem X CR. (a) Prove que f é limitada em X. Dê um exemplo 
mostrando que esta afirmação é falsa se a convergência for apenas pontual. (b) 
Prove que (fa) é uniformemente limitada em X. 


. A fista completa de referências, com plenos detalhes bibliográficos, encontra-se na Bibliografia 


no fim do livro, O símbolo * destaca obras cuja leitura é altamente recomendada. 
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Nets 1 
7.5. Prove que a série 3) ——— converge unformemente em R. 
n=h nº + x2 


7.6. Prove que falx) = XI?) converge uniformemente para zero em R. 


7.7. Prove que fa(x) = e!” tendeal pontualmente para todo x real, mas não 
uniformemente. Mostre que a convergência é uniforme em qualquer intervalo 
limitado [-a,al. 


7.8. Investigue o tipo de convergência da sequência f(x) = x"(1 - x") em 
[0,1]. 


7.9. Prove que fn(x) = nxe”"* tende a zero pontualmente em [0,00), mas não 
uniformemente. Mostre que a convergência é uniforme em qualquer intervalo 
[a,00) com a >0. ; 


7.10. Prove que fa(x) = nx2/(1+ nx) converge uniformemente para x em 
[0,1]. 
1 


7.11. Determine o limite da sequência de funções fu(x) = Essa em 


R e discuta o tipo de convergência. 


7.12. Considere a sequência fr(x) = n2x(1 - x?)” em (0,1). Calcule: (a) 
limao fr; (b) lim, oo f fas (c) Jo limao fa. A convergência de (fj) é 
uniforme? 


7.13. Considere as sequências fr(x) =1/(1+nx) e gn) = x/(1+ nx), ambas 
definidas em (0,1). Prove que (fu) converge pontualmente mas não uniforme- 
mente, e que (gn) converge uniformemente. 


, —-n2y . 
7.14. Seja fil) =e"" “sn. (a) Prove que (fh) converge uniformemente em 
R e que (f%) converge pontualmente em RR, mas a convergência de (f,) não é 
uniforme em nenhum intervalo que contenha a origem. 


7.15. Seja fa(x) = x/(1+ nx?) para xe R. 

(a) Encontre a função limite f da sequência (fy) e à função limite g da 
sequência (fi). 

(b) Prove que f'(x) existe para todo x mas f'(0) £ g(0). Para que valores de x 
tem-se f(x) = g(x)? 
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c) Em que subintervalos de R tem-se fy — f uniformemente? 
q 
(d) Em que subintervalos de RR tem-se f, — g uniformemente? 


oo 


oq 
7.16. Prove que as séries y ansennx e 3, ancosnx são uniformemente 


n=1 n=1 
co 


convergentes em R se a série numérica » lanl é convergente. 
n=1 


2n 
7.17. Mostre que a sequência fy(x) = Tazoa converge pontualmente em R 


mas a convergência não é uniforme. 


7.18. Para cada uma das sequências (fn) abaixo, determine o seu limite 
pontual (se existir) e decida se a convergência é uniforme no intervalo 
indicado: 

(a) fu) = x"-xº" em [0,1); 


(b) fu (x) =) x2 + = em R; 
(9 at) = n(/2+5- vz) em (0,09). 


7.19. Prove que a função de Dirichlet pode ser definida por f(x) = 


tim lim n [costmim|*”. 
m-00 n—| 


7.20. Prove que a série 
oo 
E n+mo) 


converge uniformemente em R. 


nt + a 


7.21 Prove que a expansão binomial 


S 1x3x-x(2n-1) xt) 
vl-x=1- SE, É : 


dm 2x4x-x(2n) 2n+42 


converge uniformemente para -1<x<1. Sugestão: Problema 1.22. 
oo 

7.22. Considere fl) = x” fa(x) onde 
n=1 


fig) =2(n+ xe MD onze o, 
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(a) Mostre que, para x > 0, 


EX 
! fWdi=e? A 
0 
e compare com 


o Po 
DSI fumar. 
n=140 


o 

(b) Mostre que |Rn(1/n)| = 2n/e, onde Ry() = » feto. O que se pode 
k=n 

concluir sobre o tipo de convergência da série que define f? 


7.23. Se f é contínua no intervalo compacto [a,b] e 
bo 
flQx"dx=0 (n=0,1,2,..), 
a 


prove que f = 0 em [a,b]. Sugestão: a integral do produto de f por qualquer 
polinômio é zero, e o teorema de aproximação de Weierstrass garante que 
existe uma sequência de polinômios que converge uniformemente para f em 
lab). 


7.24. Seja 
reo=[ es gx (t>0). 751 
o 
(a) Prove que 
: 1 

fi=-Ta (1>0) 7.52 

e conclua que 
f(y)=C-arctant (t>0) 7.53 


para alguma constante C. 
(b) Considerando a sequência (f(n)), prove que C= 7/2. Sugestão: teorema 
da convergência dominada (Apêndice A). 


7.25. Considere 


co 
fw=) e"cosnêx. 
n=1 
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(a) Prove que f é infinitamente diferenciável. (b) Prove que f2*-D(g) = e 


fo = (DE err. 
n=1 
(c) Obtenha a seguinte estimativa para a magnitude do termo de ordem 2X da 
série de Taylor de f: 


EO x2k | 


>e ny Ei 
(2k)! 


Ch)! 
onde n é qualquer número natural. (d) Tome n = 2k, note que (24)! < (24) 
e mostre que 


SM coro p2k 2h (2kx ye 
| E |>e Ch Ex =( A ) E 
Dado x 7 0, tomando k suficientemente grande prove que o termo geral 


da série de Taylor para f não tende a zero. Conclua que f é uma função 
infinitamente diferenciável cuja série de Taylor é divergente em todo x £ 0. 


Parte HI 


Elementos de Análise Funcional 


Pure mathematics and physics are becoming ever more closely connected, 
though their methods remain different. One may describe the situation 
by saying that the mathematician plays a game in qvhich he himself 
invents the rules while the physicist plays a game in which the rules are 
provided by Nature, but as time goes on it becomes increasingly evident 
that the rules which the mathematician finds interesting are the same as 


those which Nature has chosen. 
PA.M. Dirac 


3 


Topologia, Espaços Métricos e 
Espaços Normados 


Um conjunto munido de uma Zopologia constitui a arena mais abstrata em que 
podem ser definidas as noções de limite e continuidade, que até aqui depende- 
ram de propriedades métricas dos conjuntos considerados. Lembremos que na 
reta real diz-se que o número real p é ponto de acumulação (às vezes chamado 
de ponto-limite) de Ac R se para cada e > Dexiste xe Atalque0<|x—pl<e, 
isto é, em qualquer vizinhança aberta de p existe um ponto de A distinto de p. 
De um modo talvez excessivamente geral, pode-se dizer (Hocking & Young 
1961) que um conjunto X tem uma topologia se para cada subconjunto A de 
X faz sentido perguntar se o ponto p E X é ponto de acumulação de A. Para 
que se torne possível responder a esta pergunta, é preciso dotar o conjunto X 
de uma estrutura apropriada. 


8.1 Espaços Topológicos 


À estrutura a ser definida é produto de longa experiência dos matemáticos com 
ga 
pontos, curvas e superfícies no espaço euclidiano, bem como com entidades 


matemáticas tais como espaços vetoriais e grupos. 


Definição 8.1 Dado um conjunto não vazio X, uma iopologia em X consiste 
numa coleção Tt de subconjuntos de X, chamados de conjuntos abertos, que preen- 
chem as seguintes condições: 

(Top1) O conjunto inteiro X e o conjunto vazio & são membros de T. 

(Top2) SeUeTeVetTentãoUnVer. 
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(Top3) Se A éum conjunto arbitrário de índices e Ay pertenceaT para cada LEA, 
então a união 
U Aa também pertence a T. 
AEA 


Em outras palavras, a união de uma coleção qualquer de conjuntos abertos 
é um conjunto aberto. Aplicações sucessivas de (Top2) estabelecem que uma 
interseção finita de conjuntos abertos é um conjunto aberto. 


conjunto abertos do que a topologia discreta. 


perfil 
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aberto efica; estibeiida asilidade de (Top?). Avteta 


é conjusitoidos 
“Números edi coma: topologia padrão. ; 


Definição 8.2 Um espaço topológico é um conjunto não vazio X juntamente com 
uma topologia T em X. Mais formalmente, um espaço topológico é um par ordenado 
(X,t) onde 7 é uma topologia em X. 


Usualmente nos referimos ao espaço topológico (X,7) simplesmente como 
X quando a topologia 7 está subentendida. Os elementos de X, independen- 
temente de sua natureza, são chamados genericamente de pontos. 


ConverGÊncIA E CONJUNTOS FECHADOS 
A coleção de conjuntos abertos permite definir o conceito de ponto de acumu- 
lação num espaço topológico. 


Definição 8.3 Seja X um espaço topológico. Um ponto pe X é “ponto de acumu- 
lação de AC X se todo conjunto aberto que contém p também contém um ponto de 
A distinto de p. 


O conjunto dos pontos de acumulação de A é denotado por 4! e chama-se 
conjunto derivado de A. O fecho À de A é o conjunto obtido agregando-se a 
A todos os seus pontos de acumulação: À = AU A”. 


Dado um espaço topológico X, um conjunto A c X é dito uma vizinhança 
do ponto x € X se existe um conjunto aberto O tal que xe O e OC A. Se Aé 
aberto diz-se que A é uma vizinhança aberta de x. Num espaço topológico a 
noção de convergência de uma sequência é introduzida de modo natural. 
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Definição 8.4 Num espaço topológico X uma sequência (Xn) de pontos de X con- 
verge para x € X se para qualquer vizinhança aberta O de x existe N EN tal que 
Xn € O para todo n>N. 


Num espaço topológico X todos os conjuntos de interesse são subconjun- 
tos de X. Portanto, falaremos simplesmente em complemento de cada subcon- 


junto A de X para nos referirmos ao complemento relativo a X: Aº=XVA. 


Definição 8.5 Seja X um espaço topológico. Um subconjunto F de X é fechado se 
e somente se 0 seu complemento Fº é aberto. 


Exetócio 8:1.2 


Note que, de acordo com este exercício, o conjunto vazio Z e o espaço 
inteiro X são ao mesmo tempo abertos e fechados. Na Seção 5.4 definimos 
conjunto fechado como aquele que contém todos os seus pontos de acumula- 
ção, de modo que é preciso estabelecer a equivalência entre aquela definição e 
esta última. 


Teorema 8.6 Num espaço topológico X um subconjunto F de X é fechado se e 
somente se contém todos os seus pontos de acumulação. 

Demonstração. Suficiência. Suponha que F contém todos os seus pontos de 
acumulação. Então p € Fº não é ponto de acumulação de F. Logo, existe 
um conjunto aberto O, que contém p mas não contém nenhum ponto de F. 
A união U Op de todos esses conjuntos é igual a Fº e é um conjunto aberto 
pelo axioma (Top3). Segue-se que F é fechado. Necessidade. Suponha que F é 
fechado e seja p e FS. Então Fº é um conjunto aberto que contém p mas não 
contém nenhum ponto de F. Portanto, p e F“ não é ponto de acumulação de 


F, de modo que F contém todos os seus pontos de acumulação. E 
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Outra propriedade sumamente importante dos conjuntos fechados é a de 
conter os limites de sequências convergentes de elementos do conjunto. 


Teorema 8.7 Se F é um conjunto fechado de um espaço topológico X, o limite de 
toda sequência convergente composta por elementos de F pertence a F. 
Demonstração. Seja Fc X um conjunto fechado de um espaço topológico X. 
Suponha que existe uma sequência (x) de elementos de F que converge para 
x mas x € F. Por definição de convergência, qualquer que seja a vizinhança 
aberta O, de x existe NEN tal que Xn € Ox para todo n > N. Isto significa 
que qualquer vizinhança aberta de x contém pontos de P diferentes de x, já 
que xn € F mas x € F. Segue-se que x é um ponto de acumulação de F que 
não está em F. Portanto, F não é fechado. E 


Comparação E GERAÇÃO DE TOPOLOGIAS 
Como num dado conjunto não vazio X é possível introduzir diversas topolo- 
gias, é conveniente introduzir um critério de comparação entre elas, 


Definição 8.8 Sejam 71 e T> topologias em X. Dizemos que 71 é mais fina ou 
mais forte que To set» C T1. Neste caso, dizemos que T2 é mais grossa ou mais 
fraca que 71. 


Em outras palavras, uma topologia 74 é mais forte do que outra topologia 


Ta Se T1 tem mais conjuntos abertos do que T2. 


O resultado deste último exercício motiva a definição de topologia gerada 
por uma coleção de subconjuntos de X. 


Definição 8.9 Seja U uma coleção de subconjuntos do conjunto não vazio X. À 
topologia gerada “por U, denotada port(Ã), é a interseção de todas as topologias 
que contêm WU. 
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Note que esta definição faz sentido porque, mesmo na situação mais ex- 
trema, pelo menos a topologia discreta 2(X) contém 2%. Observe, ainda, que 


T(%) é a mais fraca de todas as topologias que contêm %. 


8.2 Espaços de Hausdorff 


Topologias são estruturas extremamente gerais e podem conduzir a situações 
altamente patológicas, entre as quais destaca-se a impossibilidade de separar 
pontos distintos num espaço topológico. Por este motivo, diversas condições 
mais restritivas, conhecidas como axiomas de separação, costumam ser im- 
postas sobre espaços topológicos. 
Axioma To. Dados dois pontos de um espaço topológico X, pelo menos 
um deles pertence a um conjunto aberto que não contém o outro. 
Axioma T,. Dados dois pontos de um espaço topológico X, cada um 
deles pertence um conjunto aberto que não contém o outro. 
Axioma T>. (Axioma de Hausdorff) Dados dois pontos de um espaço 
topológico X, existem conjuntos abertos disfuntos cada um contendo 


apenas um dos pontos. 
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Estes axiomas estão listados em ordem crescente de força no seguinte sen- 
tido: T; implica Ty e Ty implica To. O terceiro axioma é o mais importante 
e caracteriza os espaços de HausdorfF. 


Definição 8.10 Um espaço de Hausdorff é um espaço topológico que satisfaz o 
Axioma To. 


Um espaço topológico com a topologia indiscreta claramente não é um 
espaço de Hausdorff. Fora este caso extremo, pode parecer que todo espaço 
topológico é necessariamente um espaço de Hausdorff, mas isto não é verdade. 
Um exemplo mais elaborado é o seguinte: seja X um conjunto infinito e sejam 
definidos como abertos, juntamente com & e X, todos os complementos de 
subconjuntos finitos de X. Não é difícil verificar que essa coleção de conjuntos 
abertos define uma topologia em X. Sejam O, e O» dois conjuntos abertos 
em X. Da identidade (0/N 05)º = OfU 03 deduz-se que ON 02% porque, 
em caso contrário, teríamos X = OjU 05, que é impossível porque OS e O$ 
são finitos mas X é infinito. Portanto, dois abertos nessa topologia nunca 
são disjuntos e o axioma de Hausdorff não se cumpre. Estes exemplos são 
reconhecidamente artificiais, mas ilustram a enorme liberdade oferecida pelos 
axiomas definidores de uma topologia. 

Espaços mais gerais do que os de Hausdorff raramente são usados, seja na 
Matemática ou na Física. Os espaços de Hausdorff têm algumas propriedades 
particularmente agradáveis. 


Teorema 8.11 Num espaço de Flausdorff uma sequência não pode convergir para 
dois limites distintos. 

Demonstração. Suponha que x e X sejam limites distintos da sequência (Xp) 
formada por elementos do espaço topológico X. Existem conjuntos abertos 
O e Ô tais que On Ô-gZ comxeOe Xe O. Como (Xn) converge para x, 
existe N e N tal que x, € O para todo n > N, de modo que x, £ Ô para todo 


n>N. Segue-se que (%,) não converge para X, o que contraria a hipótese de 
partida. E 
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ada ponto da reta real é um 


Como regra geral, nossa intuição é bastante confiável para espaços topo- 
lógicos de Hausdorff, mas é enganada com muito mais frequência quando 


lidamos com espaços topológicos que não são de Hausdorff. 


8.3 Espaços Métricos 


Uma topologia permite dar respostas a perguntas de natureza qualitativa sobre 
o espaço topológico correspondente. Informações quantitativas podem ser 
obtidas se estiver definida uma distância entre pontos do referido espaço. De 
maneira geral, pode-se dizer que a topologia caracteriza a forma do espaço, en- 
quanto a geometria é determinada pelas relações métricas vigentes no espaço. 


Definição 8.12 Dado um conjunto não vazio X, uma métrica ou distância em X 
éuma função d:Xx X > R que associa a cada par ordenado de elementos x,y e X 
um número real d(x,Y) tal que: 

(M1) d(x,y) > 0 para todos os x,y E X; 

(MB) d(x,y) = 0 se e somente se x = Y; 

(M3) d(x,y) = d(y,x) para todos os x,y E X; 

(M4) d(x,2) < d(x,y) + d(y,2) para todosos x,y, ze X. 


(M1) e (M2) são as condições de positividade e (M3) é a condição de 
simetria, À condição (M4) é chamada de desigualdade triangular ou desi- 
gualdade do triângulo e transporta para um contexto abstrato o resultado da 
geometria elementar de que cada lado de um triângulo é menor do que a soma 
dos outros dois. 


Definição 8.13 Um espaço métrico é um conjunto não vazio X dotado de uma 
métrica d. Mais formalmente, um espaço métrico é um par ordenado (X,d) onde d 


éuma métrica em X. 
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ExempLos DE Espaços MéTrICOS 

Passaremos a apresentar alguns exemplos importantes de espaços métricos. 
Tipicamente, apenas a verificação de (M4) pode trazer alguma dificuldade 
para cada métrica proposta. 


| espaço [X, dy assinyobtid é cleo de pars métrico disc » Emb ri 
hão! ren | interesse pai aplicações; este aço! é úsil pura ilugtras algun 
| coto 


a t 


Réium no Hftrico, com a métrica sal ou prário 


Antes de continuar com os exemplos, é necessário introduzir um resultado 
auxiliar muito importante, que será generalizado futuramente. 


Teorema 8.14 (Desigualdade de Schwarz) 


Sejam tar,...sAnby...,Dn) números reais. Então vale a desigualdade de 


( - asi) <( 3 el 3 1). a 


Schwarz! 


1. Também conhecida como desigualdade de Cauchy-Schwarz ou desigualdade de Cauchy-Schuarz- 
-Bunyakovski. 
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façamos ap = Ep ip é bp 
Então, pela Ge de Se 


na So 
Lts 
k=1 


Exercício 8. 32. 
“Qutras métricas possíveis en: Rr 


Mon = tremia 1 
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Csêmplo 834: : : 

Espaço das pias contífiuas Cla; Neste caso X é o conjunto das - 
“funções reais contínuas no intervalo « apa FÊ “la, b). Introduzindo E, 
“-métriça:. ce 


e fai 


Antes do próximo exemplo, que é bastante importante, necessitamos de 


uma generalização da desigualdade de Schwarz com integrais no lugar de 
somas. 


Teorema 8.15 (Desigualdade de Schwarz para Integrais) Quaisquer que se- 


jam as funções reais f e g de quadrado integrável no intervalo (a,b), vale a de- 
sigualdade de Schwarz para integrais 


ford: a g (dt. 82 


Exercíçio 83.4 
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As próximas ilustrações — Exemplos 8.3.7 e 8.3.8 — requerem o uso 
de duas outras desigualdades importantes, uma das quais generaliza a desi- 
gualdade de Schwarz. A demonstração da primeira delas será baseada numa 
desigualdade auxiliar. 


Definição 8.16 Os números p e q são ditos expoentes conjugados se p> 1, g>1e 


| 
—+—=1. 84 
pq 


Lema 8.17 Sejam pe q expoentes conjugados. Se ab = 0, então 


P pI 
abs 8.5 


Demonstração. A desigualdade (8.5) é óbvia se a=0 ou b=0. Suponhamos, 
portanto, que a,b > 0. Considere a função f : (0,00) — R definida por 


p 
fo=ay-D, y>0, 8.6 
p 
cujas primeiras derivadas são 
fo=y-aPl, f'0)=-(p-DaP?. 87 


Como p > 1, segue-se que f (x) assume seu valor máximo para X9 = y!P-D = 
y7 |, onde usamos 1/(p-1) = 9-1 (verifique). Portanto, f(x) < f(xo) implica 


)y = v , 8.8 


x” 
ay syt y- =[1- 
( 
que coincide com (8.5). E 


Teorema 8.18 (Desigualdade de Hôlder) Sejam tar,...,Ansbr,... »bal múme- 
ros reais ou complexos. Se p e q são expoentes conjugados, vale a desigualdade de 


Holder : a ant q 
p q 
E lagbuis(D tai”) (Dbi?) 89 
k=1 k=1 k=1 


Demonstração. Observemos que a desigualdade de Hôlder é homogênea, 


isto é, se vale para os vetores a = (ay,...,Gn) € b = (by,...,bn) então vale 
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igualmente para os vetores Aa e gb com À e | números arbitrários. Basta, 
portanto, provar a desigualdade para o caso em que 


n n 
Dlag?=5 IbyWlf=1, 
k=1 k=1 


1 
que sempre pe ser realizado escolhendo 471 E lay|?) É eu 


(ER Ibel? A - Neste caso, a desigualdade a ser provada reduz-se à 


n 
Dlaby<A. 8.10 
k= 


Pondo a = las, b = |by.| em (8.5) e somando sobre k resulta 


agi? Di lbel? 
É tasbuts Elen, k=1 kl Edi 


q Pq 
Provamos, assim, a desigualdade (8.10) e, por conseguinte, a desigualdade de 
Holder geral. E 
Note que a desigualdade de Schwarz é um caso particular da desigualdade 
de Hólder com p= g=2. A partir da desigualdade de Holder prova-se uma 
outra desigualdade importante. 


=1. 


Teorema 8.19 (Desigualdade de Minkowski) Sejam tar,..ambr,...,Dn) 
múmeros reais ou complexos e seja p > 1. Então vale a desigualdade de Minkowski 


(Eta bar)? < (Liar) (Ever). E 


Demonstração. Se p=1,a desigualdade (8.11) é imediata. Se p > 1, come- 
cemos escrevendo 


n 
lar + beP = 5 lay + ballar + by?! < Sl (lagl+ bkl)lax + by]?! 
x as 


= 5 lagllar + by?! + E Ibllar + by, 
k=1 k=1 
Pela desigualdade de Hólder, temos 


n n Vp, & Mg 
D lagar + be < ( > lag]?) "LE lar + by? 9) 
ka k= 


k=1 
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o 2 vp, A m 
5 ibellar + by? < ( o Ibgl?) “( Vlaç+ be DS) É 
ti ta k= 
donde 
o lu Vp RA Vpy, E v 
Elas bate SO tai?) PA (DE toe) PI t+ det Da) À 
k=1 ti É Pal 


Usando (p— 1)g = p e dividindo esta última desigualdade por pane lar + 
V 
ba?) 9 resulta 


1Wp 


(L jar bg?) < ( » lag?) E (E tou?) Ê 


k=1 k=1 


que é a desigualdade de Minkowski já que 1-1/g=1/p. Ê 


Passando ao limite n — oo, as desigualdades de Hóôlder e de Minkowski 
permanecem válidas para sequências (ay) e (bk), desde que as séries corres- 
pondentes sejam convergentes, e também para integrais. 


Teorema 8.20 (Desigualdade de Hólder para Integrais) Sejam p e q expoen- 
tes conjugados. Se |fIP e lglY são integráveis no intervalo limitado ou ilimitado 
(a,b), então |f gl é integrável em (a,b) e 


b b 1/p b lg 
[ ircoscnas=([ Ife9IP da) (| IgCol!dx] : 812 
a «a a 


Note que esta desigualdade generaliza a desigualdade de Schwarz para 
integrais, que corresponde ao caso particular p = q =2. À mesma observação 


aplica-se à desigualdade de Hólder para sequências. 


Teorema 8.21 (Desigualdade de Minkowski para Integrais) Seja p = 1. Se 
IFIP elgi? são integráveis no intervalo limitado ou ilimitado (a,b), então | f+ gl? 


é integrável em (a,b) e 


b 1p b 1/p b up 
([ f09+ gO9|P da) <(|, IfG9P da) “(f, IgG? dz) as 
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efieioi B 36 
“Proa B: tas a Ma 


Espaço de sequências P. Agora xêo conjunto dai sequênci 
“Hg fe goipleada = (EEE. tais que à série 


ais que fe X 


if É integre em (mb). À Amétiao em x defipi ida por 
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ToroLocia E Convergência EM Espaços MÉTRICOS 
Num espaço métrico há uma topologia que decorre naturalmente da definição 


de conjunto aberto em termos da métrica. 


Definição 8.22 Seja x um ponto de um espaço métrico (X,d) e r um número real 
positivo. À bola aberta B(x,r) de centro x e raio réo conjunto dos pontos de X 
que distam menos que r do ponto x: 


Blxr)=(yeX|d(x,y)<r. 


A bola fechada B(x,r] de centro x e raio r é o conjunto dos pontos de X cuja 


distância a x é menor ou iguala r: 


Biyrl=iyeXidw,y)<ri. 


Como guia à nossa intuição, interpretamos a bola aberta B(x,r) como 
uma esfera de raio r com centro em x que não inclui os pontos da superfície 
esférica. A bola fechada inclui tanto os pontos interiores da esfera quanto os 
pontos de sua superfície. Desde logo é bom chamar atenção para o fato de 
que, dependendo da métrica, a forma da “bola” pode ser muito diferente do 


que o nome sugere. 
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Definição 8.23 Num espaço métrico (X, d) um conjunto AC X é dito aberto se e 
somente se para cada x € A existe uma bola aberta Bíx,r)caA. 
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A topologia gerada pela coleção de todas as bolas abertas em B(x,r) define 
uma topologia natural em X, chamada de topologia métrica. Esta topologia 
coincide com a topologia definida pela coleção de todos os conjuntos abertos 
de X. A demonstração deste fato baseia-se nos mesmos argumentos empre- 
gados no Exemplo 8.1.3 para a reta real. Todo espaço métrico é um espaço 
topológico com a topologia (induzida pela) métrica. À tecíproca não é ver- 
dadeira: uma topologia nem sempre é induzida por uma métrica. Um espaço 
topológico (X,r) é dito metrizável se é possível introduzir uma métrica d em 
X de tal modo que 7 é a topologia métrica induzida por d. Pode-se provar? 
que a chamada /inha de Sorgenfrey, constituída pelo conjunto dos números 
reais com a topologia gerada pela coleção de todos os intervalos semiabertos 
[a,b), não é metrizável. 

Definição 8.24 Um espaço métrico (X,d) é dito limitado se sur d(x,y) <00. 
x,yE 

Os espaços métricos mais interessantes e úteis, tanto para a Matemática 
quanto para a Física, são ilimitados. Mas é proveitoso saber que qualquer es- 
paço métrico pode ser tornado limitado por uma escolha adequada da métrica 
(Problema 8.3). 


Dada a enorme variedade de métricas que podem ser introduzidas num 
dado conjunto não vazio, é importante definir em que circunstâncias duas 


métricas são tidas como equivalentes. 


Definição 8.25 Duas métricas dy e do num conjunto X são ditas equivalentes se 


existem múmerosa>0e b>0 tais que 
adi(x,y) < do(x,y) = bdi(x,y) 
para todosos xy e X. 


Verifica-se com facilidade que duas métricas equivalentes geram exata- 
mente a mesma coleção de conjuntos abertos. Portanto, duas métricas equi- 
valentes são topologicamente equivalentes, pois geram a mesma topologia 


métrica. 


2. Vide, por exemplo, Bognár (201 1). 
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Definição 8.26 Num espaço métrico (X,d) diz-se que uma sequência (Xn) con- 
verge para o ponto x E X se e somente se lim, oo E(Xn,X) = 0. De forma equiva- 


tente, (Xn) converge para x se e somente se para cada € > O existe NEN tal que 
Xn E B(x,e) para todon>N. 


No Problema 8.2 você provará que a métrica é uma função contínua 
de seus argumentos, isto É, se Xy — X € Yn > y em (X,d) segue-se que 
Jim DHX Yn) = d(x,y). 


Teorema 8.27 Todo espaço métrico é um espaço de Hausdorfr. 
Demonstração. Sejam x e y dois pontos distintos de um espaço métrico 
(X,d), de modo que r = d(x,y) > 0. Então a bola aberta B(x,r/2) contém 
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x ea bola aberta B(y,r/2) contém y, bastando provar que elas são disjuntas. 
Suponha que existe 2 € B(x,7/2)n B(y,r/2). Neste caso, pela desigualdade 
triangular, temos 

Ê 


r=d(x,y)< d(x,27) + d(z,y) <5+ 5 


=r, 
queéumabsurdo. E 


Segue-se deste resultado e do Teorema 8.11 que o limite de uma sequência 


num espaço métrico é único. 


8.4 Aplicações Contínuas, Homeomorfismos e Isometrias 


A definição de continuidade de funções reais de uma variável real estende-se 
de modo natural a aplicações entre espaços métricos. Se X e Y são espaços 
métricos e T:X — Y é uma aplicação qualquer de X em Y, por simplicidade 
notacional escreveremos simplesmente T'x para denotar a imagem do ponto 
xe X pela aplicação T, em lugar da notação tradicional T(x). 


Definição 8.28 Sejam (X,d) e (Y,d) espaços métricos. Uma aplicação T:X — Y 
é contínua no ponto xy E X se e somente se para todo € > 0 existe Ô > O tal que 
d(x,x9) <Ô implica d(Tx,T xo) <€. À aplicação T é dita contínua se é contínua 
em todos os pontos de X. 


Esta definição coincide com a usual para aplicações de R em R bastando 
escrever d(x,)) = d(x,y) = Ix— 1. 

Um resultado importante estabelece que funções contínuas podem sex ca- 
racterizadas exclusivamente por conjuntos abertos. 


Teorema 8.29 Uma aplicação T do espaço métrico (X,d) no espaço métrico (Y,d) 
é contínua se e somente se a imagem inversa de qualquer conjunto aberto de Y é um 
conjunto aberto de X. 

Demonstração. Necessidade. Suponha que T é contínua. Seja Vc Y um con- 
junto aberto e U=T!(V). Se U = não há nada a demonstrar porque 2 é 
um aberto de X. SeU=T HW z2, sejam xweU e yo Txo€ V. Como 
V é aberto, existe e > 0 tal que a bola aberta B(yo,€) E V, isto é, dly yo) <€ 
para todo y € B(y9,6). Como T é contínua, existe ô > O tal que a bola aberta 
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B(xp,6) é mapeada em B(yo,€), ou seja, d(x,x9) < O implica d(Tx, Txg)<e, 
como mostra a Fig. 8.2. 


Fig. 8.2 Aplicação contínua entre espaços métricos. 


Como B(x9,6) <U e xo é um ponto qualquer de U, segue-se que U é um 
aberto de X. Suficiência. Suponha que a imagem inversa de qualquer aberto de 
Y é um aberto de X. Então, para todo x9 € X e toda bola aberta B(yoe) com 
Yo = xo, temos que T-!(B(yo,€)) é um aberto de X. Logo, existe 6 > 0 tal 
que a bola aberta B(x0,6) « T(B(y0,€)), ou seja, a imagem direta de B(x9,0) 
está contida em B(yo,€). Isto significa que d(x,x9) < O implica d(Tx, Txo)<e, 
de modo que T é contínua porque xo € X arbitrário. E 


Este teorema motiva a definição geral de aplicação contínua de um espaço 
topológico em outro. 


Definição 8.30 Sejam Xe Y espaços topológicos. Uma aplicação f: X — Y edita 
contínua se a imagem inversa f MV) de qualquer conjunto aberto Vc Y éum 
conjunto aberto de X. 


Decorre desta definição que a composição de duas aplicações contínuas 
entre espaços topológicos é também contínua. 


Teorema 8.31 Sejam X, Y, Z espaços tapológicos. Se f:X>Yeg:iY> Z são 
contínuas, então go f é contínua. 
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Demonstração. Seja W c Z um conjunto aberto. Como g é contínua, V = 
g HW) é um aberto de Y, donde U = 1 Hv) é um aberto de X porque f é 
contínua. Segue-se que go f é contínua porque (go HW) = (g!(W)) = 
UéumabertodeX. E 


Uma noção central da topologia é a de homeomorfismo. 


Definição 8.32 Sejam X e Y espaços topológicos. Se f:X — Y é uma aplicação 
bijetiva continua cuja inversa f" também é contínua, diz-se que f é um homeo- 
morfismo e que os espaços topológicos X e Y são homeomorfos. 


Espaços homeomorfos são indistinguíveis do ponto de vista topológico. O 
principal objetivo da topologia é encontrar invariantes topológicos — propri- 
edades que são preservadas por homcomorfismos. Essas propriedades podem 
ser números reais ou características qualitativas, tais como compacidade e 
conexidade (ver Seção 8.6). O objetivo último da topologia é descobrir invari- 
antes topológicos que caracterizem completamente um espaço topológico. Os 
homeomorfismos desempenham na topologia o mesmo papel que os isomor- 
fismos na álgebra (reveja a Seção 3.5): espaços topológicos homeomorfos são 


considerados apenas diferentes realizações de uma mesma estrutura. 


Isometrias são aplicações entre espaços métricos que preservam distâncias 


entre pontos. 


Definição 8.33 Sejam (X,d) e (Y, d) espaços métricos. Uma aplicação bijetiva 
T:X-—Y uma isometria se 


d(x,)) = d(Tx, Ty) 


para todosos x,y E X. 
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Dois espaços métricos entre os quais se pode estabelecer uma isometria são 
ditos espaços isométricos. As relações métricas entre dois espaços isométricos 
são exatamente as mesmas: os espaços só diferem quanto à natureza dos seus 
elementos. Do ponto de vista da teoria dos espaços métricos, dois espaços 
isométricos são considerados idênticos. 


8.5 Espaços Topológicos Separáveis 
Conjuntos densos desempenham um papel extremamente importante na aná- 


lise funcional, e sua definição mais geral se dá no âmbito dos espaços topoló- 
gicos 


Definição 8.34 Um conjunto D num espaço topológico X é denso em X se o fecho 
de D coincide com o espaço inteiro, isto é, se D = X. 


Note que dizer que D é denso em X é o mesmo que dizer que todo ponto 
de X pertence a D ou é ponto de acumulação de D. Num espaço métrico, isto 
significa que para cada ponto p de X existe um ponto de D cuja distância a 
p é arbitrariamente pequena. Em espaços métricos existe uma caracterização 
importante dos conjuntos densos. 


Teorema 8.35 O conjunto D é denso no espaço métrico (X,d) se e somente se para 
cada x € X existe uma sequência de elementos de D que converge para x. 
Demonstração. Necessidade. Suponha que D é denso em X, isto é, D=X. 
Então qualquer x € X pertence a D ou é ponto de acumulação de D. Se xe D 
a sequência constante xp = X para todo n converge para x. Se x é ponto 
de acumulação de D, para cada elemento da sequência de números positivos 
En =1/nexiste x, € D distinto de x e tal que d(xm,x) < €n = 1/n. Logo, 
Xn — x. Suficiência. Suponha que D não é denso em X. Então existe xe X 
que não é ponto de acumulação de D, isto é, existe uma bola aberta B(x,r) 
que não contém pontos de D. Segue-se que nenhuma sequência de elementos 
de D pode convergir para x. E 


Entre todos os espaços topológicos, os que possuem um subconjunto enu- 
merável denso constituem uma classe especialmente importante. Em particu- 
lar, todos os espaços de Hilbert da mecânica quântica pertencem a essa classe. 
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Definição 8.36 Um espaço topológico é dito separável se contém um subconjunto 


enumerável denso. 


inté o fichado e firnitado qualquer faço continua pode ser 
ig 


lo e para todo xe ii 
|| Ii 


' mm 
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; Conjunto Mion nr em IS, cada paiito ua conj 
a Somenta uma da feridas bolas aber dsto estabel 

entro! Sonpit q refe do junto en E 
: Porque Su tão ê enumerável, 


8.6 Compacidade e Conexidade 


Conjuntos fechados e limitados da reta real, tais como os intervalos [a,b], são 
chamados de conjuntos compactos, os quais desempenham um papel muito 
importante na Análise. 


Definição 8.37 Uma coleção de conjunto abertos O = 1Oy)rea é dita uma cober- 
tura aberta de um conjunto Ase A CU Oy. Se O =40,,..,0,) CO é uma 


AE. 
subcoleção finita cuja união contém A, diz-se que O" é uma subcobertura finita 
de À. 


Um resultado clássico da Análise, conhecido como teorema de Heine- 
-Borel, garante que um subconjunto A de R” é fechado e limitado — contido 
em alguma bola B(0,r) centrada na origem — se e somente se toda cober- 
tura aberta de A possui uma subcobertura finita (Rudin 1976). Esse teorema 
motiva a definição de conjunto compacto num espaço topológico. 


Definição 8.38 Seja (X,1) um espaço topológico. Um conjunto K E X é dito com- 
pacto se toda cobertura aberta de K possui uma subcobertura finita. Se X é compacto, 
diz-se que (X,T) um espaço compacto. 
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Passemos a examinar algumas das propriedades mais elementares dos con- 


juntos compactos. 


Teorema 8.39 Todo subconjunto fechado de um espaço compacto é compacto. 

Demonstração. Seja (X,T) um espaço compacto e Fc Xum conjunto fe- 
chado. Se 6 = (04! é uma cobertura aberta de F, juntando-se Fº a O resulta 
uma cobertura aberta (0, FS; de X, já que Fº é aberto. Como X é compacto, 
esta cobertura aberta admite uma subcobertura finita (01,..., Op, Fº. Como 
nenhum elemento de F pertence a Fº, todos estão em (04,..., On), que é uma 


subcobertura finita de F. Portanto, F é compacto. | 


Teorema 8.40 Todo conjunto compacto num espaço de Hausdorff é fechado. 
Demonstração. Seja (X,7) um espaço de Hausdorff e K c X compacto. 
Queremos mostrar que Kº é aberto. Seja y € Kº. Para todo x € K existem 
conjuntos abertos Uy e Vy tais que xe Ux, YE Vy e Un Ve =. A coleção 
[Us)xek é uma cobertura aberta de K, que admite uma subcobertura finita 
(Ux. xy] porque K é compacto. O conjunto aberto 


Va MV MM Vim 
é uma vizinhança aberta de y que é disjunta de 
VU UU U UU 


Como isto vale para cada y € K”, a união de todas essas vizinhanças abertas 
de pontos de Kº é igual a Kº. Segue-se que Kº é um conjunto aberto. E 


Teorema 8.41 4 imagem contínua de um espaço compacto é um espaço compacto. 
Demonstração. Seja (X,7) um espaço compacto e f uma aplicação contínua 
e sobrejetiva de X no espaço topológico Y. Seja (Va) uma cobertura aberta de 
Y. Como f é contínua, fU; = f Va)! é uma cobertura aberta de X. Logo, 
como X é compacto, podemos extrair uma subcobertura finita (Uy,...,Unt de 
X. A coleção [f(Uy),..., f(Um) = (Vi,..., Va) é uma subcobertura finita de Y. 
Portanto, Y é compacto. E 


Este teorema mostra que a compacidade é um invariante topológico: um 
homeomorfismo leva espaços compactos em espaços compactos. 
Conjuntos compactos em espaços métricos têm algumas das propriedades 


dos conjuntos compactos em R?. 
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Teorema 8.42 Todo conjunto compacto num espaço métrico é fechado e limitado, 
Demonstração. Seja K um conjunto compacto num espaço métrico. Que K 
é fechado decorre dos Teoremas 8.27 e 8.40. Basta, portanto, provar que K é 
limitado. Seja (B(x,r)! uma cobertura de K por bolas abertas de mesmo raio 
r>0, Como K é compacto, uma coleção finita (B(x1,7),..., B(Xn,")) cobre K. 
Seja 

D=maxd(x; »Xj) 

bj 

a maior distância entre os centros de todas as bolas. Então, se x é y são 
pontos quaisquer de K, x € B(xp,r) para algum k e y € B(x,r) para algum 
1. Consequentemente, pela desigualdade triangular, 


d(x,y) < d(x, xp) + d(xpx)) + dixpyj<r+D+r=D+2r VÍyek. 
Segue-se que K é um conjunto limitado. E 


Cuidado! A recíproca não é verdadeira: um conjunto fechado e limitado num 
espaço métrico não é necessariamente compacto. 


Um espaço é desconexo se pode ser expresso como a união de dois con- 
juntos abertos disjuntos: X = 0/U O» com O; nO, =13, Neste caso, Of = O» 
e O5 = Oy, de modo que O, e O, são ao mesmo tempo abertos e rádios 
Reeiproemea se algum conjunto O c X é ao mesmo tempo aberto e fe- 
chado, X = OU OS é a união de conjuntos abertos disjuntos. Estas observações 
motivam a definição de espaço topológico conexo. 


Definição 8.43 Um espaço topológico (K,r) é conexo se De X são os únicos 
subconjuntos de X que são ao mesmo tempo abertos e fechados. 


Assim como a compacidade, a conexidade é um invariante topológico. 


Teorema 8.44 4 imagem contínua de um espaço conexo é um espaço conexo. 
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Demonstração. Sejam (X,71) e (Y,r2) espaços topológicos e seja f: X — Y 
uma aplicação contínua e sobrejetiva. Suponha que (Y,7) não seja conexo, de 
modo que Y = V/UW com 4, Vo abertos e Vin Vo = 3. Como f é contínua, 


x=r'm=Mmuvy= "muro, 


com 
Pam ria=Hmnym=srieg=a. 


Logo, X não é conexo porque é a união de dois abertos disjuntos. E 


8.7 Espaços Métricos Completos 


É impossível exagerar a importância da completeza dos números reais para 
a Análise. À reta real é o mais simples de todos os espaços métricos completos, 
cujas propriedaddes passamos a considerar. A completeza da reta real pode ser 
caracterizada tanto pelo axioma do supremo quanto pela propriedade equiva- 
lente de toda sequência de Cauchy de números reais ser convergente. Esta 
última caracterização é a que melhor se presta a generalização para espaços 
métricos arbitrários. 


Definição 8.45 Uma sequência (Xn) num espaço métrico (X,d) é uma sequência 
fundamental ou de Cauchy se para todo € > O existe NEN al gue AXnkXm)<e 
para todosos mn >N. 

Definição 8.46 Um espaço métrico X é completo se toda sequência de Cauchy em 


X converge para um elemento de X. 
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Tipicamente, a demonstração da completeza de um espaço métrico X 
apoia-se na completeza dos números reais ou complexos e requer a execução 
de três tarefas. 

(1) Para cada sequência de Cauchy em X, identificar um candidato a limite 
da sequência. 

(2) Provar que o candidato é de fato limite da sequência. 

(3) Provar que o limite da sequência pertence a X. 

Dos exemplos de espaços métricos apresentados na Seção 8.3, vários deles são 

completos. 


Teorema 8.47 O espaço Iº é completo. 
Demonstração. Seja (xp) uma sequência de Cauchy em 1, com xp = 
(EE ES, Então, para todo € > 0 existe NE N tal que 


AcnXm) = sup?” - EU] < e para todos os m,n>N 
ieNy 


e, a fortiori, para cada i fixo, 

166 — Eur <e€ paratodosos mn >N. 8.16 
Assim, para cada i fixo, a sequência (EE 2) é uma sequência de 
Cauchy de números reais ou complexos. Segue-se que existe o lim, -.oo€ sm) = 
Ei. À sequência x = (€1,€5,€3,...) é a candidata óbvia a limite da sequência de 
Cauchy (xp). À fim de provar que (xn) converge para x, passemos ao limite 
m + 00 em (8.16) para obter 


ED El = lim JO? = EU <e para todo n> N. 
Segue-se que 


d(Xn,X) = suplE”? —Sil<e paratodo n>N, 
ien 


o que prova que lim x, =x. Resta provar que x € 1º, Para tanto, note que, 
n-00 
com n>N, 


IEl= 16-07 ne < 16; COEP] <e+cn, cn=suplePI, 
ieN 


que não depende de i e estabelece que x é uma sequência limitada. E 
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Teorema 8.48 O espaço IP é completo. 


Demonstração. Seja (xn) uma sequência de Cauchy de elementos de 1º, com 


Um, pi 


a mesma notação anterior xp = (7 do EU +---). Para cada e > O existe NEN 


tal que 
o (a) Um) |p Up 
AX Am) = (55 =6 ) <e paratodosos mn>N. 817 
ia 


Para cada i fixo temos 


oo 
EM p= (E AMP — |D HMceymn>N. 818 
k=1 


Como para cada i fixo a sequência (ED,E Ea ao -.) é uma sequência 
de Cauchy de números reais ou complexos, eindê Ei = jim a ex= 
(61,62,83,...) é o candidato natural a limite de (xy). De (8.17) deduz-se 


k o 
Di Mp <S | op cer ymn>N. 8.19 
ia ia 


Passando ao limite m — oo no primeiro membro desta desigualdade resulta 
k 
>: [E —Eil? <e” paratodo n>N. 
i=1 
Finalmente, passando ao limite k — oo, obtém-se 
SE jet lp. 
dlXpi)= (Lt e -&P) <e paratodo n>N. 


Isto prova que limp--ooXn = X. Resta provar que x € 1º, Tomando n > N 
temos, pela desigualdade de Minkowski, 


(Ear) "=(51 
<( 


EP reg) 


Ep) O (Eee) 
i=1 


dx 


ão 


IA 
Mg 
Fa 
“5 
s 
=F 
“Ss 
+ 
m 
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[e] 
Como x, € 1º, segue-se que a série 5 IE]? é convergente (tem soma finita), 
i=l 
demonstrando que x= (Cr, Ezés,..)elP. E 
Teorema 8.49 O espaço Cla,b] é completo. 
Demonstração. Seja (f,) uma sequência de Cauchy em Cla,b]. Então, para 
todo e >0 existe Ne N tal que 


d(fnfm) = sup |fn(x) — fm(x)|<e para todosos mn >N. 8.20 


xela,b] 


Esta última desigualdade implica 
InG)- fmldi<e Ym,n>N e Yxe lab). 821 


Segue-se que, para cada x € (a,b], fnl(x) é uma sequência de Cauchy de 
números reais. Portanto, existe uma função f tal que f(x) = lima-co fu(x) 
para cada x € [a,b]. Passando ao limite m — co em (8.21) resulta 


Ihlt)-fO)lse Yn>NeVxela,b). 3.22 


Isto significa que (fn) converge para f não apenas pontualmente, mas unifor- 
memente em [a,b). Pelo Teorema 7.4, o limite uniforme de uma sequência de 
funções contínuas é uma função contínua. Portanto, f E Cfa,b] e a demons- 
tração está completa. E 


Comentário. De acordo com a demonstração deste último teorema, a métrica 


do supremo é a métrica da convergência uniforme, 


Os espaços L? — Exemplo 8.3.8 — são completos. Isto é o que afirma o 
teorema de Riesz-Fischer, cuja demonstração encontra-se no Apêndice A. 


Teorema 8.50 Qualquer subconjunto fechado F de um espaço métrico completo 
(X,d) é também um espaço métrico completo com a métrica em F definida pela 
restrição de d a F. 


Demonstração. Basta recorrer ao Teorema 8.7. É 


Espaços Mérricos InCoMPLETOS 
O mais simples de todos os espaços métricos incompletos é o conjunto Q dos 


números racionais com a métrica usual d(x,y) = |x— y!. 
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“var isto, basi 
“"formemente 
“exemplo; 


Teorema 8.51 O espaço L2 nl0,b) não é completo. 

Demonstração. Por simplicidade, e sem perda de generalidade, consideremos 
o intervalo [0,2]. Precisamos mostrar que existe uma sequência de Cauchy (fm) 
em L2,,1[0,2] que não converge em 12,,,0,2]. Consideremos a sequência de 
funções contínuas 


x? se 0<x<l 
1 sel<x<2 


falo) = | 
Com n>m temos 
2 
Am? = [ Unlo)- InloPdx 


1 1 
== Í x? -x"Pdx =[, (12º Dt dx 
0 o 


Re Bo EN A BA ia 
“2n+1 m+n+1 2m+1 2m 2m 2m minfmn) 


Dado e > 0, tomando N =2/€e? resulta 
dlfmfm) <e para todos os nm>N, 


de modo que (hn) é uma sequência de Cauchy. Como (f;) converge pontual- 
mente para a função f definida por 


O se 0=sx<l 


fO)= | A 8.23 


1 sel<x=<2 
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esta função seria a candidata natural a limite da sequência (fa), mas f € 
LsnelO,2] porque é descontínua. Mas esta constatação não basta, é preciso 
provar que (fn) não converge para nenhuma função contínua. Se (fn) conver- 
gisse para uma função contínua g teríamos 


2 
tim [ il) - gO)Pdx=0. 
n—00 0 


A desigualdade de Minkowski permite escrever 


2 12 4 p2 u2 ,p2 u2 
(| 1rco-gcoraz) <([ Urco-ficoPar) +([ tnto-gcofas) 
Ê f 4 8.24 

onde f é a função dada por (8.23). Como 


2 1 
— 2 = 2n = — = 00 
Í La) — fl) dx Í x“ dx Sn 0 quando n ' 


passando ao limite 1 — oo em (8.24) teríamos 


2 
) If) gl)Pda=0 


ou, aínda, 


1 2 
[ lgtoBdx+ [ -g(ydx=0. 
0 1 


Cada uma destas integrais tem que ser zero separadamente. Como g é con- 
tínua, a nulidade de cada uma destas integrais exige que tenhamos g(x) = O 
para todo x € (0,1) e g(x) = 1 para todo x € (1,2), o que é impossível devido à 
continuidade degemx=1. E 


Os espaços métricos Cla,b] e 12 


con 
tricas distintas no 7mesmo conjunto das funções contínuas em [a,b]. A com- 


«La,b] resultam da introdução de mé- 


paração do espaço métrico incompleto Lonila,b] com Cla,b], que vimos 
ser completo, nos ensina uma lição importante: a completeza de um espaço 
métrico depende crucialmente da métrica adotada. 


CompLETAMENTO DE Espaços MÉTRICOS 
Sabemos que o conjunto dos números racionais não é completo, mas pode 
ser “completado” de modo a formar o conjunto dos números reais, no qual 
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Q é denso. Um resultado importante assegura que todo espaço métrico (X,d) 
pode ser completado de tal modo que X é isométrico a um subconjunto denso 
de seu completamento (X,d). 


Teorema 8.52 Associado a todo espaço métrico (X,d) existe um espaço métrico 
completo (Kd) que possui um subespaço W denso em X e isométricoa X. O espaço 
(X,d), chamado de completamento de (X,d), é único a menos de isometrias, isto 
é se (X E d ) é qualquer espaço métrico completo com um subespaço W denso em X e 
isométrico a X, então (X,d) e(X 7)] são espaços isométricos. 


A demonstração deste teorema é longa mas não é particularmente difícil. 
À ideia fundamental consiste em definir como equivalentes duas sequências 
de Cauchy (x,) e (x) em X se lim, oo d(xn,X4) = 0. Em seguida, a partir da 
métrica d, define-se uma métrica d no conjunto X das classes de equivalência 
das sequências de Cauchy em X. Constrói-se uma isometria que associa a 
cada x € X um elemento % € X que é a classe de equivalência das sequências 
de Cauchy equivalentes à sequência constante (x,x,x,...). Prova-se que o con- 


junto W desses elementos % é denso em X e, por construção, isométrico a X. 
Prova-se, finalmente, que (X À) é completo e único salvo por isometrias. Os 
detalhes podem ser encontrados, por exemplo, em Kreyszig (1978, Seção 1.6). 


8.8 Norma e Espaços de Banach 


Muitos espaços métricos importantes são também espaços vetoriais, nos quais 
a noção de distância deriva da noção de comprimento de um vetor ou norma. 


Definição 8.53 Uma norma num espaço vetorial X sobre o corpo K é uma apli- 
cação |||: X — R que associa a cada x € X o múmero real x] tal que: 
(N?) Ixllz0e lx] =0 see somentese x=0; 
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(N2) Axl = IAllxil para todo À EK e para todo x e X; 
(N3) lIx+ pl < lixl+ ly] para todos os x,y EX. 


Os escalares podem ser números reais ou complexos, mas na maioria dos 
casos de interesse o corpo de escalares é o corpo dos números complexos: 
K =C. A condição (N3) é conhecida como desigualdade triangular. 

Dada uma norma em X, uma distância fica imediatamente definida por 


d(x,y)=Ix—yl. 8.25 


É imediato que d satisfaz os axiomas (M1)-(M3) de uma métrica, e a desi- 
gualdade triangular resulta do seguinte cálculo simples: 
d(x,2) =x — z] 
=|x-y+y-z 
six-yi+ly-l 
=d(x,y)+d(y). 
Diz-se que (8.25) é a métrica proveniente da norma ou métrica induzida 


pela norma. 


Definição 8.54 Um espaço normado é um par ordenado (X, ||) em que X é um 
espaço vetorial e ||| é uma norma em X. 


“ Exemplo 8 
O espaço eucli 


Exemplo 8.8.2 


O espaço de fun notado com à norma 
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Num espaço normado (X, |-|) uma sequência (xy) converge para x € X se 
timy- oo xy — x] = 0. Isto é o mesmo que dizer que (xy) converge na métrica 
induzida pela norma. 
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Exercício 8.8.1 
Próve-que, num espaç 


o (o -), te 


Uma sequência (xn) num espaço normado (X,|-|) é uma sequência de 


Cauchy se |xy — Xmll — O para m,n — 00. Isto é o mesmo que dizer que (Xn) 
é uma sequência de Cauchy no espaço métrico (X,d) onde d é a métrica 
induzida pela norma. Se toda sequência de Cauchy em X converge para um 
elemento de X, o espaço normado (X,||-|]) é dito completo. 


Definição 8.55 Um: espaço de Banach é um espaço normado completo. 


il 
pao 
rato 


Os espaços LP são espaços de Banach; Ion lab] não é espaço de Banach 


porque não é completo. 
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Normas equivalentes definem-se exatamente do mesmo modo que métri- 
cas equivalentes. 


Definição 8.56 Duas normas | Ih eli-lo num espaço vetorial X são ditas equi- 
valentes se existem números a>0e b> O tais que 

alxlh < xlz < bixlh 8.32 
para todo xe X, 


É imediato que se (X,]-!1) é um espaço de Banach e ||-|z é uma norma 
equivalente a |, então (X,|-|>) também é um espaço dc Banach. Pode-se 
provar (Kreyszig 1978; Zeidler 1995) que num espaço vetorial de dimensão 
finita todas as normas são equivalentes. 


Leituras Adicionais Selecionadas? 


Hocking, J. S. e Young, G. S. 1961 Topology. 
Kolmogorov, A. N. e Fomin, S. V. 1972 Elementos de la Teorta de Funciones y 
del Analisis Funcional. 
* Kreyszig, E. 1978 Introductory Functional Analysis With Applications. 
* Lima, E. L. 1993 Espaços Métricos. 
Munkres, W. 2000 Topology. 


Problemas 


8.1. Considere as funções di (x,y) = (x— y)2, do(x,y) = VIx= pj e da(x,y) = 
Ilxl-[yl]. Alguma delas define uma métrica em R? 


8.2. Seja (X,d) um espaço métrico. (a) Prove que 
Id(tx,y)- dl(ya]< d(x,2). 
(b) Prove a desigualdade quadrangular 
Idtx,y)- dt, < do) + (pv). 
(c) Se xn — x e Yn — y em (X,d), prove que dim dl, yr) =d(x,)). 


3. A lista completa de referências, com plenos detalhes bibliográficos, encontra-se na Bibhografia 
no fim do livro. O símbolo + destaca obras cuja leitura é altamente recomendada, 
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8.3. (a)Seabc>0com a+b=c, prove que 


a b c 
—— +—— »——, 
l+a 1+b I+c 


Sugestão: considere a função f(x) = x/(1+). (b) Se (X,d) é um espaço 
métrico, prove que a função d definida por 


d(x,y) 


day)= 1+d(x,y) 


também é uma métrica em X. (c) Mostre que (X,d) é um espaço métrico 


limitado, independentemente de X ser ou não limitado com a métrica d. 


8.4. Encontre uma sequência que pertence a !? para todo p > 1 mas não 
pertence a H. 


8.5. Encontre uma sequência que converge para zero mas não pertence a 1? 
para nenhum p 21. 


o o 
E a 
8.6. SeaneRe 3, aê, converge, prove que ) A converge se p > 1/2. 
n=1 n=1 


8.7. Diz-se que a série 3%, xn num espaço normado X converge absoluta- 
mente se a série PO, |lxnll é convergente. Prove que se X é um espaço de 
Banach toda série absolutamente convergente em X é convergente. Prove que 
a recíproca também é verdadeira pela técnica utilizada na demonstração do 
“Teorema A.28 do Apêndice A. 


8.8. Sejam U e V subconjuntos de um espaço métrico X, com U c V. Prove 
que se U é denso em V e V é denso em X, então U é denso em X. 


8.9. Prove que 


x 1 3 
:<) vI-xidx<-——, 
4 (o 10 


Sugestão: para uma das estimativas, use a desigualdade de Schwarz. 


8.10. Se8>a >0, para que valores de p a função f(x) = pertence 


x%+ x 
a LP(0,00)? Dê um exemplo de valores de a e B para os quais f pertence a 


12(0,00). 
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8.11. Prove que 1 c IP se p>g=1, onde p e q não precisam ser expoentes 
conjugados. 


8.12. Prove que I?(a,b) c Lab) sep>q>1e lab) é um intervalo 
limitado. Sugestão: considere f o If19-1 dx e aplique a desigualdade de Hôlder 
com p'= p/g> 1 e seu expoente conjugado q'. 


8.13. Prove que, se p é q com p,g > 1, nem Lº(0,00) c L9(0,00) nem 
Lº(0,00) c L”(0,00), onde p e q não precisam ser expoentes conjugados. 


8.14. Seja X um espaço normado de dimensão finita. Prove que X é completo. 
Informação útil: num espaço vetorial de dimensão finita todas as normas são 
equivalentes. 


8.15. Seja c o espaço das sequências convergentes de números complexos com 
a norma do supremo. Prove que c é uma variedade linear fechada — logo, é 
um subespaço de Banach — de 1º. 


8.16. Mostre que o produto cartesiano de um número finito de espaços métri- 
cos completos é um espaço métrico completo com qualquer uma das métricas 
mencionadas no Exemplo 8.3.12. 


8.17. Prove que o conjunto das funções continuamente diferenciáveis 
C![a,b] torna-se um espaço de Banach com a norma || fl, = e If] + 
E xela, 


as IF GO. 


8.18. O diâmetro diam(A) de um conjunto não vazio À num espaço métrico 
(X,d) é definido por 


diam(A) = sup d(x,y). 
X,yEA 


Se diam(A) < oo diz-se que A é limitado. (a) Prove que Ac B implica 
diam(A) < diam(B). (b) Prove que d(x,y) = |arctan x — arctan y| é uma mé- 
trica em R. Mostre que (R,d) é um espaço métrico limitado e incompleto. 
8.19. A distância d(A,B) entre dois conjuntos não vazios A e B num espaço 
métrico (X,d) é definida por 
d(A,B) = inf d(a,b). 
aEA 
beB 


Dê um exemplo de dois conjuntos Ae B com AnB= Se d(A,B)=0. 


254 Convrre À Física MATEMÁTICA 


8.20. A distância d(x,A) de um ponto x a um conjunto não vazio À num 
espaço métrico (X,d) é definida por 


d(x,A) = infd(x,a). 
acA 


Prove que 
Id(x,A)— dy, A < de, y) 


quaisquer que sejam x,y € X. 


8.21. Considere C[0,27] e determine o menor valor de r para o qual y € 
Blx,r] se x(t) = cost e y(f) = sent. 


8.22. Seja (X,d) um espaço métrico. Prove que AC X é aberto se e somente 
se é uma união de bolas abertas. 


8.23. Seja (X,d) um espaço métrico. Se xy é um ponto de acumulação de 
AC X, prove que qualquer vizinhança de xy contém um infinidade de pontos 
de A. 


8.24. Seja Bla,bl o conjunto das funções limitadas de [a,b] em R com a 
métrica do supremo. Prove que B[a,b] não é separável. 


8.25. Se (xp) e (Yn) são sequências de Cauchy num espaço métrico (X,d), 
prove que (dp), com dy = d(Xn; Yn), é uma sequência convergente. 


8.26. Se dy e d, são métricas equivalentes no conjunto X, prove que (X, di) 
e (X, dz) são ambos espaços métricos completos ou ambos espaços métricos 


incompletos. 


8.27. Seja 12º a coleção de todas as sequências complexas x = (61,62,...) com 
apenas um número finito de termos diferentes de zero e a métrica do supremo. 


Prove que 12º é um espaço métrico incompleto. 


8.28. Seja (N,d) o espaço dos números naturais com d(m,n) = pm! -nH. 
(a) Prove que (N,d) é um espaço métrico. (b) Prove que (Ni d) é um espaço 


métrico incompleto. 


8.29. Prove que C[0,1] e Cla,b] são isométricos. 
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8.30, Prove que uma métrica d num espaço vetorial X é induzida por uma 
norma se e somente se d(x+2,y+2) = d(x,y) e dlax,ay) = lald(x,y) quais- 
quer que sejam x,y z€EX ea €EC. 


8.31. Seja X 10) um espaço vetorial com uma métrica d que deriva de uma 
norma, Mostre que d definida por 


d(x,x)=0, dixy)=1 +d(x,y) se x£y 
é uma métrica em X que não é induzida por uma norma. 


8.32. Prove que um conjunto X num espaço normado é limitado se e somente 
se existe € > O tal que ||xl] = C para todo xe X. A definição de conjunto 
limitado encontra-se no Problema 8.18. 


8.33. Uma pseudométrica num conjunto X é uma função d: XxX — R que 
satisfaz os axiomas (M1), (M3) e (M4) que caracterizam uma métrica, mas 
o axioma (M2) é substituído por: (M2) d(x,x)=0. (a) Qualéa diferença 
entre uma métrica e uma pseudométrica? (b) Se X é conjunto das funções 
integráveis à Riemann em [a,b), a função 


b 
d(x,y) = [ be) - ytoldt 
a 


é uma métrica ou uma pseudométrica? 


Distribuições 


Cesten 1935 que Jentendis parler pour la premiêre fois de la fonction ôs fetais 
erudiant, et un camarade venai d'entendre une conferênce de physique théorique et 
mren a parlé en ces termes: “Ces gens-lã introduisent une soi-disant fonction Ô, 
nulle partout saufà ! 'origine, égale à +00 à la origine, et telle que fôtw)dx=+1. 
Avec des méthodes de ce genre, aucune collaboration n'est possible. Nous y avons un 
peu réfléchi ensemble, et avons abandonné je n'y ai plus repensé jusqu'en 1945. 
LAURENT SCHWARTZ 


A teoria das distribuições, fundada e sistematizada por Laurent Schwartz, 
generaliza a noção de função e, entre muitas outras coisas, empresta rigor 
matemático a manipulações formais envolvendo a “função” delta de Dirac — 
durante quase duas décadas vista com desgosto e repulsa pelos matemáticos 
— e suas derivadas. Nenhuma quantidade física mensurável se expressa dire- 
tamente em termos da “função” delta, que é útil para descrever formalmente 
distribuições puntiformes de carga ou massa. No cálculo de grandezas físicas 
mensuráveis, seja no eletromagnetismo ou na mecânica quântica, a “função” 
delta sempre aparece em integrais que são calculadas por meio da sua proprie- 
dade fundamental: 


[ 80) fl)dx= (0). 


Por meio desta expressão, a “função” delta associa a cada função um número: 
o valor de f na origem. Esta observação motiva a definição genérica de distri- 
buição como uma aplicação linear que associa um número a cada membro de 
uma certa classe de funções. 
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9.1 Definição de Distribuição 

As distribuições, também chamadas de funções generalizadas, são definidas 
como funcionais lineares sobre um espaço Z(R”), ou simplesmente 2, das 
chamadas funções de teste, que passamos a descrever. Para que uma função 
p:R" >C pertença a 2 é necessário e suficiente que « seja infinitamente 
diferenciável e que exista um conjunto fechado e limitado K c R” fora do 
qual « é identicamente nula. Não se exige que K seja o mesmo para todas 
as funções p € 2. Para qualquer função q: R” — €, o seu suporte, deno- 
tado usualmente por supp«p, é o menor conjunto fechado fora do qual p =0. 
Equivalentemente, supp«p é o fecho do conjunto de pontos x € R” para os 
quais qp(x) £ 0. Como em R” todo conjunto fechado e limitado é compacto 
(teorema de Heine-Borel), dizemos que y E 2 tem suporte compacto. 


Definição 9.1 O espaço 2 é conjunto das funções complexas, infinitamente dife- 
renciáveis e de suporte compacto definidas em Rº. 


nsão (u=1),a fmição q definida por 


Ape 


entiável para [x £ 1 6 também é 
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Fora do contexto da teoria das distribuições, o espaço 2 das fun- 


ções infinitamente diferenciáveis de suporte compacto costuma ser deno- 
tado por CHAR”) ou, simplesmente, Cjº quando R” estiver subentendido. 
Ocasionalmente também utilizaremos a coleção C&º(a,b) das funções infini- 
tamente diferenciáveis com suporte no intervalo (a,b). 

Embora o espaço 2 pareça muito restrito, é possível provar (Schwartz 
2008, Seção 2.1) que qualquer função contínua de suporte compacto pode 
ser uniformemente aproximada com precisão arbitrária por um elemento de 
D.A partir deste resultado prova-se (Boccara 1980, Seção 2.3) que CAR”) é 
denso em LP (R"), um resultado muito importante para a teoria dos operadores 
lineares em espaços de Hilbert. 

Claramente, 2 é um espaço vetorial, poisse pj Ze qz€ P segue-se que 
prtpreD,esepeZeÃEC, então Ape 2. A fim de definir distribuição, 
é preciso introduzir uma topologia ou noção de convergência em 2. 


Definição 9.2 (Convergência em 2) Uma sequência (pn) de elementos de PD 
converge para q E 2 se e somente se: 

(1) Os suportes de todas as funções Pn estão contidos num mesmo conjunto limitado, 
independente de n; 

(2) As sequências das derivadas de qualquer ordem das funções Pn convergem uni- 


formemente para as derivadas correspondentes de p. 


Cabe destacar que não é exigida a convergência uniforme de uma só vez 
para todas as ordens de diferenciação, mas apenas a convergência uniforme 
para cada ordem de diferenciação tomada em separado. Detalhes sobre uma 
topologia em 2 consistente com esta noção de convergência podem ser en- 
contrados em Rudin (1973, Cap. 6). 


Definição 9.3 (Distribuição) Uma distribuição é um funcional linear contínuo 
sobre o espaço vetorial D. 
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Isto significa que uma distribuição T associa a cada y € Z um número 
complexo T(qp), que também denotaremos por (T,qp), tal que 


Tip + Asp) = Tp) +AsT(po) 
para todos os p1,p2 € 2 e A1,Ã2 EC; além disto, 
dim T(pn) = T(y) 


se (n) é uma sequência de funções de teste que converge para «p € 9 segundo 
a noção de convergência em 2. 

Às distribuições formam o espaço dual topológico de 2, denotado por 
&", o qual é um subespaço do dual 2*, composto por todos os funcionais 
lineares sobre 2, contínuos ou não. 2” é um espaço vetorial com a soma Tj + 
T; e produto por um escalar AT definidos por 


(A Ti + Az To)(gp) = A Til) + As Top) 


para todosos pe Ze Aj,Ã2EC. 


CaríruLo 9 — DISTRIBUIÇÕES 261 


Uma distribuição T é dita regular se existe uma função localmente inte- 
grável f tal que T = Ty. Uma distribuição que não é regular é dita singular. 


Teorema 9.4 Duas funções localmente integráveis f e g definem a mesma distri- 
buição Tp = Tg se e somente se são iguais em quase toda parte, isto é, só diferem num 
conjunto de medida nula. 

Demonstração. Schwartz (2008, Seção 2.1). 


Se convencionamos identificar funções que são iguais em quase toda parte, 
este último teorema mostra que as distribuições constituem uma generalização 
do conceito de função localmente integrável. Dada uma função localmente 
integrável f, costuma-se identificá-la com a distribuição Ty que ela define e 
escreve-se 


(Bpy=(Tpyp) -[. fl)pld" x. 


Diz-se que uma distribuição regular T = Ty é a função f que a define. 
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Peba 
tin % 
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E) las 


9.2 Derivadas de Distribuições 


A teoria das distribuições livra o cálculo diferencial de certas dificuldades 
decorrentes da existência de funções não diferenciáveis. Isto é conseguido 
estendendo as operações diferenciais às distribuições de tal modo que toda 
distribuição tenha derivadas que também são distribuições. Assim, toda dis- 
tribuição é infinitamente diferenciável. 

Para definir à derivada 97/0x, de uma distribuição T sobre R?, vamos 
exigir que no caso em que T é uma função diferenciável f a derivada de T seja 
a derivada de f: 


of 
| ata= [Tae [Taxa [7 SL pa 
o p)= ar o Xo-* [o Xn Ré x1 


Integrando por partes obtemos 


o 9f os o 
[ É pdx = fo] E f5 de dm = -[ fan 
oo 0x1 —oo co” 0x1 
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porque «p tem suporte compacto. Portanto, 


E  o)- LS f=— 9.6 


. ôT Sr 
Definição 9.5 Se T é uma distribuição sobre Rº, sua derivada A éa distribui- 
Xk 
são definida por 
3 9)= (1.58 FEL k=l 9.7 


A equação (9.7) define 97 /0x como distribuição porque: (1) trata-se de 
um funcional linear; (ti) este funcional linear é contínuo porque se Yn — «p em 
2 então dpnldxp converge para ôàp!ôxy em Z e, como T é uma distribuição, 
Tôpnlôx,) converge para (T,dp/0x,). 

Derivadas de segunda ordem caleulam-se facilmente: 


827 oT dp ap 
a 9) E Er "dx a = a ) : 
Mas qp E 2 tem derivadas de segunda ordem contínuas, de modo que 


Xp 
ôx,ôx, = ôxi0x . 


Consequentemente, para qualquer distribuição T, 


&T 927 gã 
ôIxkdxr 7 ôx/0xk j , 

Mais geralmente, temos 
DP Tp) = (PIT DP q) 99 


com D? definido por (9.5) e |pl= pi +-:-+ py. Um exemplo importante é o 
do laplaciano em R” 


2.10 


para o qual se tem 
(AT p)=(T Aq). 911 
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ExempLos UNIDIMENSIONAIS 
Se f é diferenciável em todos os pontos, sua derivada como distribuição 
coincide com a distribuição associada à sua derivada, conforme (92.6). Coisas 


mais interessantes acontecem quando f possui descontinuidades. 


define uma distribuição porque é. calmélite k 


da por 


Este último resultado pode ser generalizado para a distribuição Ty associ- 
ada a uma função seccionalmente diferenciável. Suponha que f seja diferen- 
ciável em toda parte exceto num número finito de pontos X3,...,Xm, € que 
o; = f(x; +0)- f(x; —0) seja o salto de f no ponto x;. Então, 


x1 ES) foro 
Trop) =-[ feog'ada- | feog'dr=.e-— | fly! mjdx 
"00 x Xm 


X—€ X2—E. 
=- lim ( F fl)g')dx+ ! fly (dx+ 
€>0+ +e 


—co a 


++ fep'todz) $ 


Xmte 


Integrando por partes e passando ao limite obtém-se 
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m oo 
(Tha) =Tr p= [f4+0)- ft 0) pla) + [ fipuar, 
i=1 -00 


onde f* denota uma função igual à derivada de f nos intervalos em que f é 
diferenciável; f! não existe nos pontos X3,...,Xm mas isto é irrelevante para à 
integral acima. Portanto, 


m 
Tp=Tp+) ciôx. 9.14 
ia 
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Primrrivas DE DisrRIBUIÇÕES 
Se T é uma distribuição em R cuja derivada é nula, sua caracterização é 
análoga à do cálculo diferencial de funções ordinárias. 


Teorema 9.6 Se T cuma distribuição em R cuja derivada é zero, então T é uma 
distribuição constante. 


T 
Demonstração. Se a =0 tem-se 
dx 
dT dy 
(e?) = (ae) =0 paratodo qe Z, 
isto é, T é nula sobre todo y € “2 da forma X= =, onde y € 2. Escrevendo 
X 


x 
wa)= di Kat, 


alguns momentos de reflexão bastam para nos convencer de que y € 2, ou 
seja, y e todas as suas derivadas têm suporte compacto, se e somente se 


e xO)dx=0. 
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oo 
Dado um elemento arbitrário py € Z, seja À a pljdx. Tome um ele- 
mento fixo fo € Z tal que a 


Hi Vola)dx =1 
e defina y =p — Aya. É claro que x € Z e, além disso, 


[e ximaz= [ plaza [ Vol)dx=A-A=0. 


E g d 
Pelo raciocínio anterior, existe y e Z tal que y = a donde (Ty) = 0. 


Consequentemente, para qualquer qp e 2, 
00 

(Tp) =(T)+MTyo)=0+ÃC= cf plJjdx=<C,p) onde C=<Tayo), 
-o0 

demodo queT=C. E 


Corolário 9.7 Se Tj e To são distribuições em R com derivadas iguais, então Ty e 
To diferem por uma distribuição constante. 


O Teorema 9.6 encontra importantes aplicações na teoria de operadores 
em espaços de Hilbert (vide Capítulo 12) e generaliza-se a distribuições em 
R”: se todas as derivadas parciais de uma distribuição T são nulas, T é uma 
distribuição constante. Há uma demonstração disto em Schwartz (1966, Cap. 


2), onde também se encontrará um método de determinar primitivas de dis- 


tribuições. 


Equação DE LAPLACE EM Rº E FUNÇÃO DE GREEN 
Dada uma função f(r), onde r = (E ++ xo)h2, consideremos o seu lapla- 
ciano. Para r É O temos 
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of afpor afx 
ôx; drôx; dr r 


Ef fx; Endar as É) 


ôx drrr drlr r2r 
donde 
or dif afen vy df n-1df 
Af= = = = E 9, 
f La a * rr a) a?" dr a 
Se n=2, uma solução de Af =0 é 
fwm=r, 9,22 
ao passo que, para n É 2, uma solução é 
1 
fir)= pr, 9.23 


Estas funções são singulares em r = O mas são localmente integráveis (ve- 
nifique) e, portanto, definem distribuições. Calculando o laplaciano de tais 
distribuições devemos esperar como resultado distribuições concentradas em 
r=0. 

Para n 2 temos 


Apd"x. 
9.24 


1 El 1 n 7 
(am ) es 7) E e pro2 pp ae rec rr 
A fim de calcular esta última integral lançaremos mão do teorema (segunda 
identidade) de Green 


dp df 
Ap-—-qA d'x= 4 = —p—|da, 9.25 

[itao-wanara= f (152 57) 
onde as derivadas normais são na direção da normal exterior à superficie 
fechada S que limita V. No nosso caso, V é a região exterior à esfera n- 
dimensional de raio € e S é a superfície dessa esfera, de modo que o vetor 
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unitário normal a S dirigido para fora da região V aponta radialmente para a 


origem. Assim, com f(r) = 1!r"2 ef =, temos 


1 dy of 
[= EE 5Apd"x orando do Pp da 


92.26 


onde usamos Af =0,0f/ôn=fi-Vf=-dfldr= a e levamos em 
conta que a contribuição da superfície no infinito é nula porque «p tem suporte 
compacto. 

A derivada normal dp/ôn é limitada na superfície esférica r = €. De fato, 
usando |x;| < €, existe M > O tal que 


k 
osso lool À 


i=] 


9.27 


lan! 


i=1 


porque cada função dp/0x; é limitada, pois é contínua num conjunto fechado 
e limitado que é o seu suporte. Como a área da esfera n-dimensional de raio 
e é Sne'” 1, usando |dp/ôn] < M resulta que 


1 ôy 1 [ 
d da< 
er ),-côn als e J-e 55] o a 
M M tab k 
cr | das raSne ane 0. 
Quanto à última integral em (9.26), podemos escrever 
n=-2 0 od peu a 
[o cam da=(n 24 po a+[ da. 
A primeira destas integrais calcula-se trivialmente: 
O, = p(0) «as no 
E pie 7d = nel a da= = Sa p(0). 9.29 


O integrando da segunda integral pode ser estimado com a ajuda do teorema 


do valor médio para funções de várias variáveis (Exercício 9.2.2 abaixo): 


PL) PO) = pla,...,Xn) —P(0,...,0) = Eno a En), —E<ÉI<e, 
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onde levamos em conta que -e< x; <e sobre a superfície r = e. Portanto, 
pelo mesmo argumento que conduziu a (9.27), temos 


veto pos] > alõ (Epson) sele) <Me, 
donde 
09) — (0) 
[ á n— toa n-1 e |. da= 
Treo CE É 9.30 
e ne I=MS,e—O0 para e>0+. 
Levando os resultados (9.28), (9.29) e (9.30) em (9.26) e (9.24), resulta 
1 
(Aa)= “(n-2)Snp(0)=-(n-2) Sn (8, q) 
ou, finalmente, 
mn!2 
As 5=-(n-—2) Foo O 9,31 


onde usamos $y = 27"/2/T(n/2) (ver Apêndice no fim desta seção). Casos 
particulares relevantes são: 


Alx/=26, n=1; 9.32 
ai=-anô, n=3. 9.33 

No Problema 9.9 você é instado a provar que 
Alnr =27n6 9.34 


no caso bidimensional (n = 2). 
Uma solução elementar ou função de Green da equação de Laplace! é 
uma distribuição Gg tal que 
AGe = õE , 2.35 


ou, na linguagem simbólica da “função” delta, 


AG(x,6) = (x — E). 9.36 


1. A mesma definição aplica-se a qualquer operador diferencial linear. 
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A função de Green permite escrever uma solução particular da equação não 
homogênea? 


Ag(o) = f(x) 9.37 
na forma 
dl)= F Cx fa, ng 
já que 
ap(o = [ AG66,9) fare = Poo-oroare=so. oa 


Por exemplo, de acordo com (9.33) uma função de Green da equação de 
Laplace em três dimensões, na notação vetorial tradicional, é 


1 
Gt(r, 9. 
(rr)= Es RT ET AQ 


Apêndice: cálculo de Sn. 

Como a área de uma superfície esférica de raio r em Rº é Sar 1, o volume 
da casca esférica de raio r e espessura dr é Sar'”Idr. Pode-se calcular 
facilmente Sp através do seguinte truque engenhoso: 


(eo) oo oo 
(vm) -[ cam e Rdx ef e dx 
—00 —00 I-oo 
=r2 qn Ns =r? n-1 
= e" dºx= e” Snrº” dr 
Rr 0 


(00) atr-D!2 
= Sn | e dx 
0 


24x 
es e“x2 ax 
2 do 
Sa fn 
=) 
donde 
2x"'2 
= a 9, 
T(n/2) A 


2. Neste caso, conhecida como equação de Poisson. 
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9.3 Produto de Distribuições 


É impossível definir consistentemente o produto de distribuições arbitrárias. 
Por exemplo, uma função localmente integrável f define uma distribuição, 
mas não há razão alguma para que f2 seja localmente integrável. Um exemplo 
unidimensional simples é f(x) =1/y]x] com f2(x0) = 1/lx]. 

O produto é bem definido quando uma distribuição é arbitrária e outra 
é uma função infinitamente diferenciável. Se a é uma função infinitamente 
diferenciável e T é uma função localmente integrável f, 


cap = [iafpd'x= (ap), 


onde é claro que ay e 2. A definição do produto a T, com T arbitrária, deve 
se reduzir ao caso acima quando T é uma função localmente integrável. 


Definição 9.8 Se T é uma distribuição arbitrária e a :Rº — C é uma função 
infinitamente diferenciável, o produto «T é a distribuição tal que 


(aT,p)=<Tagy) para todo pe D. 9.42 


A função q precisa ser infinitamente diferenciável para assegurar que a € 
2 sempre que q € 2. Além disso, se (pn — q) segundo a noção de convergência 
em 2, é imediato que ap, — ay em 2. Isto garante que o produto «T 
definido por (9.42) é um funcional linear contínuo, ou seja, é uma distribuição. 
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Produtos de funções pela distribuição delta ou por suas derivadas ocorrem 


frequentemente na Física, o que nos leva a examinar alguns casos interes- 
santes. 


5 AM 


ll 


=a(0)8! =a!(gjô 


Um importante resultado caracteriza todas as distribuições T em R tais 
que xT=0. 


Teorema 9.9 Uma distribuição T sobre R satisfaz xT = O se e somente se é pro- 
porcionalaô, istoé, T= Cô para aigum CEC. 
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Demonstração. A suficiência decorre de (9.44). Para demonstrar a necessi- 
dade, suponhamos que T satisfaz xT = 0, de modo que 


Tp) =(Txq)=0. 


Portanto, T é nula sobre toda função y E Z da forma y(x) = xy(x) com ye 2. 
Acontece que a condição necessária e suficiente para que y € Z seja da forma 
x(G) = xy(x) com y e 2 é que se tenha x(0) = 0. Isto pode ser demonstrado 
por meio de um artifício tão belo quanto simples. Se y € 2 e y(0) = 0 podemos 
escrever 


a> 1 
HO MID f uenar 
x o 0 


Como y é infinitamente diferenciável e o intervalo de integração é limitado, o 
Teorema 7.14 permite obter derivadas de todas as ordens de y(x)/x diferenci- 
ando sob o sinal de integral. Isto estabelece que y(x)/x é infinitamente dife- 
renciável. Como também tem suporte compacto, y(x)/x = y(x) com y € 2. 
Seja, agora, 09 um elemento fixo de 2 com B9(0) = 1 e defina, para cada 
pez, 

x 69) = (x) — p(0)0o (0). 


Por construção, y e 2 e x(0)=0. Portanto, y (x) = xy'(x) para algum ye 2 e 
(7,3) =0, de modo que 


(Tp) = (OX T, 09) + (7,7) = (OC = (Cô,p) com C=(T,00), 
donde se conclui que T=Cô. E 


Exercício 93 , 
“Prove que 
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: Exercítio õ. 33 : E 
Considere à seguinte questão: será á possível defini um ai comi 


As definições de derivada de uma distribuição e de produto de uma dis- 
tribuição por uma função preservam uma das principais propriedades válidas 
para funções diferenciáveis. 

Teorema 9.10 Vale a regra de Leibnitz da derivada do produto: 


=> T+a—, 9.49 


Demonstração. Por definição, para todo q e 2, 


[o] [o] da 
(ax (87) 9) = (Te) =— (naçe)= (nã 9057) 
=(Tsolaç)) + RCA 


o) ô or 
= (as) + SE Tp) (e Traço) 


e a demonstração está completa. E 


9.4 4 “Função” Delta de Dirac 


Nos textos de Física é comum se introduzir a “função” ô(x) definida pelas 
seguintes propriedades: 


oo sex=0 


sco=| O sexo si 


oo 
f ôldx=1. 9.51 
—co 
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Estas propriedades são mutuamente contraditórias. Por exemplo, a função 


A(x) = 26 (x) assume exatamente os mesmos valores que ô(x), a saber, 


scg=[0 sex*0 
oo sex=0 


onde usamos a aritmética no conjunto R = [-c0,00] dos números reais esten- 
didos — consulte a equação (A.2) no Apêndice A. Segue-se que sua integral 
deveria ser igual à da função ô. No entanto, pela linearidade da integral, 


fo stnax= f 20(9dx=2 | ôludx=2, 


de modo que as propriedades (9.50) e (9.51) são incompatíveis com qualquer 
noção honesta de integral. Para não gerar nenhuma contradição, o único valor 
que pode ser atribuído à integral de uma verdadeira função definida por (9.50) 
é zero. 

É claro, portanto, que ô(x) não deve ser encarada como uma função de 
verdade, mas como um símbolo cujo real significado só se manifesta após a 
multiplicação por uma função de teste e integração sobre R. As principais 
propriedades de ô (x) são listadas a seguir. À primeira delas é 


oo 
[ SC) fld)dx= (O), 9,52 
-00 


ou, numa versão generalizada, 
oo 
[ d(x—- a) fl)dx=f(a), 9,53 
-o0 


que se reduz a (9.52) pela mudança de variável y = x— a. Na verdade, o 
intervalo de integração pode ser qualquer vizinhança arbitrariamente pequena 
de x= a. À “função” (x) é a representação simbólica da distribuição ô, e o 
mesmo se aplica a ô (x — a) relativamente à distribuição da. 

Como a “função” ô(x — a) é nula para x £ a, resulta imediatamente que 


Foda — a) = flajôta— a), 9.54 


O significado desta igualdade — e de quaisquer outras envolvendo a “função” 


delta — é que o primeiro e o segundo membros produzem o mesmo efeito 
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quanto multiplicados por uma função de teste e integrados sobre toda a reta 
real. Temos, também, 


Sax) = ER 9.55 
lal 


A fim de demonstrar isto, suponha a >0 e faça y = ax para obter 


d (0) so: 1 
E Blax) fldx= E: sws(E)E = 0. f =ô(0 (da; 


sea<)0, 


[0.0] -"00 d 
[ ax ftodx= [ sr(i)= 
(0) Co ; il 
=-[. sf( (= gd = f Co Micas. 


a ( 


A propriedade (9.55) é uma caso particular de composição da “função” 
delta com uma função g diferenciável e possuidora de um conjunto finito de 
zeros simples an, isto é, g(an) = 0 com g'(an) £ 0 e g'(x) £ O para todo x 
numa vizinhança suficientemente pequena de cada um dos seus zeros. Neste 


caso, 


e ô(x— an) 
S(g(m) = £ TEST 9.56 


Para uma justificação deste resultado, escrevamos 


00 Ante 
[ SA glaDpluda=> [ SgoDpudx, 
—00 n Jan-e 


com € > O escolhido de modo que cada intervalo (an —€,Gn + €) só contenha 
a raiz ay de g. No intervalo (a, — e, an +€) a derivada de g não se anula, de 


modo que g é monótona e possui inversa. Façamos 
y=g0), x=g 0), xe(an-c ante). 


Então, com 0, > 0, 


ns a 5 9 dy 
a (gON)plIdx = L OWptg Wit 
» 2670) — plan) 


“gg Ea “gal 
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donde 


Plan) o ô(x— an) 


dx. 
Tema Marte Td 


E go) pl)dx= > 


Rigorosamente, em lugar de (9.56) devemos escrever 


ss 


As propriedades (9.52) e (9.53) representam simbolicamente as equações 
exatas (0,49) = p(0) e (6a) = pla). Quanto a (9.54), representa (fdp) = 
Cafp)=Fflapla) =(fla)da q). 


9.57 
E a e 


| Exercício 9. PRE : 
| Mostre que 9(lx(!2) = O e que qr 
tamabéro, que o s 


sas E j aqêo e is 


9.5 Convergência de Distribuições 


Se a função g na identidade (9.57) possuir uma infinidade de zeros simples, 
o segundo membro será uma série infinita de distribuições. Precisamos, por- 


tanto, definir a noção de convergência de sequências e séries de distribuições. 


Definição 9.11 (Convergência em 2) 4 sequência de distribuições (Tn) con- 
verge para a distribuição T quando n — 00 se e somente se a sequência de ntmeros 
complexos (Tnp) converge para o número complexo (Tap) para cada (p E BD. 


Analogamente, dizemos que a série de distribuições » Tn converge para 
a distribuição T se e somente se a série numérica 3 (Ty, P) converge para o 
número complexo (Tp) para todo p e 2. De modo mais geral, se Ty é uma 
família de distribuições com 1 € €, dizemos que Tj converge para T quando 
À tende a Àg se e somente se Pe = (Tp) para todo pe 2. 
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Verifica-se imediatamente que, sc existe, o limite é único e que o limite de 
uma soma é a soma dos limites. Além disso, se a é uma função infinitamente 


diferenctável e (Th) converge para T, segue-se que (& Tn) converge para «T. 


Teorema 9.12 Sea sequência de distribuições (Tp) converge para a distribuição T, 
então a sequência de derivadas (T!) converge para T'. 
Demonstração. Se (Tn) converge para T, 


Him (Tg) == im £Tu) = (Tp) = (T'4) 
paratodopeZ. E 


Corolário 9.13 Toda série convergente de distribuições pode ser diferenciada termo 
a termo sob o sinal de somatório tantas vezes quanto se desejar. 


SEQUÊNCIAS DE DIRAC 

Intuitivamente, a “função” delta é o limite de uma sequência de funções com 
um pico muito alto e muito estreito em x = 0 de modo tal que a área sob 
a curva é igual à 1 e permanece com este valor no limite de um pico infi- 
nitamente alto e infinitamente estreito. Esta ideia intuitiva pode ser tornada 
matematicamente rigorosa considerando a distribuição ô como o limite de 
funções regulares f, interpretadas como distribuições. Sequências de distribui- 
ções regulares que convergem para a distribuição delta são por vezes chamadas 
de sequências de Dirac. 


Teorema 9.14 Seja f, definida por fnlx) = nf(nx) onde f:R>R éintegrável 


com 


fetmvar=1, 


Então fa — Ô no sentido de convergência em 2. 
Demonstração. Para qualquer y € 2 temos 


Grp) = E nfind)plodx 


= IE FoelEjay = (0) +forea [o(5) -p(0)|dx. 


Levando em conta que q é contínua, 


dim f6) [o(E )-90)]= fly -pro]=o. 
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Além disso, 
rea (5) - 200] = 100 265) - eo) =2M1fc9, 


onde M = maxlp(x)|. Como |fl| é integrável, o teorema da convergência 
dominada de Lebesgue (Apêndice A) conduz a 


: ee x 
gm [É rio (6) -0)]ax= [" 1 lim nf6o[p (É =J= p(o)]dx= 0. 
Portanto, 
Jim (fogo) = tim [ nfin)pl)dx = (0) = (6,9) 
e a demonstração está concluída. E 


Os exemplos mais simples de sequências de Dirac são 


n 1 j 
nO) = pd correspondente a f(x) = = 9.59 
E x 
k 1 1 
nO)= = -— correspondente a f(x) = ZIF 9.60 


Escrevendo e = 1/n em (9.60), obtemos o resultado talvez mais familiar 


lim ==>—s = ô(X 9.61 
esbe m o +e2 Oo). 


Embora para cada uma dessas sequências se tenha o limite pontual 


sex£O 
sex=0 * 


lim pes= | o 
n>00 oo 


a convergência fr — Ô só é verdadeira como distribuições, não como funções, 
porque não existe uma verdadeira função delta. Além do mais, a conver- 
gência pontual é desnecessária para a convergência no sentido de distribui- 
ções (Lemos 2010). Alguns exemplos tornam isto evidente. Pode-se provar 
(Problema 9.4) que a sequência de distribuições 


Isennx 


fnly=— 


9.62 
x 
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converge? para ô: 
h 1 sennx 
im — 


n-oco gm x 


=ô(x). 9.63 


No entanto, para x £ O as sequências numéricas fn(x) não convergem para 
zero: o limite não existe. Por outro lado, como 


A di 
=| veTdx=1, 
vm po 
segue-se do Teorema 9.14 que a sequência de distribuições 


2n3x? “ne 
Va 


converge em 2” para a distribuição ô. Entretanto, esta sequência de funções 


fo) = 9.64 


converge pontualmente para a função identicamente nula! 


Teorema 9.15 a 


lim =—s 9.65 
e-0+ x2 +€2 


Demonstração. Seja [-A, A] um intervalo contendo o suporte de p E 2, de 
modo que 
[0.0] x A 


lim G)dx= lim 
embeds 2 +62? e-drjigx2+e2 


plxdx. 


Podemos escrever isto na forma 


, 4 xpto) g A 2 xp) — (0) 
df, x2+e2 fado, loco f, preiad x2+e2 E 


À primeira integral no segundo membro desta equação é nula porque o in- 
tegrando é uma função ímpar. Quanto ao segundo integrando, o teorema do 
valor médio conduz a 


xip(6) — p(0)] |- Es 


t 
>|< max Ip (x). 
x +e? x2+e? á 


xej-A,A] 


. Embora tenha-se SSosenxixdx = 7, à equação (9.63) não decorre do Teorema 9.14 porque, 
conforme demonstrado na Seção A.6 do Apêndice À, a função senx/x não é integrável no sentido 
de Lebesgue sobre toda a reta real: Solsenxix| dx = 00. 
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Portanto, o segundo integrando é limitado e, consequentemente, integrável 
em [-A,4]. Pelo teorema da convergência dominada de Lebesgue, o limite 


pode ser tomado sob o sinal de integral, de modo que 


oo A A — 
tim f xp(x) 290) o Ii lim xIg(x) — Po), E f pia om â 
=A 


e-0+ Jo X2+€2 Ae—>0+ xº+e? 


De acordo com o Exemplo 9.1.5, 


pad O “eg 
=A 


o que estabelece (9.65). E 


Este último resultado é utilizado na teoria do espalhamento da mecânica 
quântica (Goldberger & Watson 1975, p. 74) e na dedução das relações de dis- 
persão de Kramers-Kronig na teoria eletromagnética (Jackson 1999, p. 333). 


SÉRIES TRIGONOMÉTRICAS 

O Corolário 9.13 assegura que uma série convergente de distribuições pode 
ser diferenciada termo a termo tantas vezes quanto se desejar. Esta proprie- 
dade propicia uma condição suficiente extremamente simples para a conver- 


gência de uma série trigonométrica de distribuições. 


Teorema 9.16 Para que uma série trigonométrica da forma 
So . 
D aerá 9.67 
n=-00 


seja convergente em P' é suficiente que os coeficientes an sejam limitados superior- 
mente por uma potência de n para n suficientemente grande, isto é, |anl < Aln]* 


paraalgumaz0. 
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Demonstração. Desconsiderando temporariamente o termo com n =0, con- 
sideremos a série 


An 
nEcodin)P 
nto 


ex, peN, pza+2. 9.68 


Devido à escolha de p, o termo geral desta série é limitado em módulo 
por Afn?. Pelo teste M de Weierstrass, a série (9.68) converge uniforme- 
mente para uma função contínua f. Como toda função contínua f deter- 
mina uma distribuição Ty, a série de distribuições (9.68) converge para Te. 
Diferenciando termo a termo p vezes a série (9.68), o que é permitido pelo 
Corolário 9.13, resulta 


> ane” = ag+ TP ê 9.69 
n=-00 


completando a demonstração. E 


pu 
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ndo termo a-termo resultá 


has 


ii 
no 


Este último resultado tem um aspecto notável: visto como uma série de 
funções, o primeiro membro de (9.73) é divergente, já que o termo geral da 
série não tende a zero, mas é convergente como uma série de distribuições. 
Este fenômeno parece uma homenagem póstuma não intencional ao físico, 
engenheiro elétrico e matemático inglês Oliver Heaviside (1850-1925), autor 
de contribuições importantes à teoria eletromagnética e à análise vetorial. O 
cálculo operacional utilizado por Heaviside — baseado na livre manipulação 
algébrica do operador diferencial p = d/dt como se fosse um número — 
permitia resolver equações diferenciais com extrema eficiência, mas era mal 


visto por causa da falta de rigor do método. Heaviside não se preocupava com 
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a demonstração da validade das suas técnicas, que funcionavam a despeito das 
críticas dos puristas: “Não é porque eu não entendo direito como funciona a 
digestão que eu vou deixar de almoçar”, dizia ele. A Royal Society, da qual 
Heaviside era membro, recusou-se a publicar alguns de seus audaciosos e 
inovadores trabalhos por falta de rigor matemático. A equação (9.73) parece a 
materialização da profética e sarcástica farpa disparada por Heaviside contra 
seus detratores (Bell 1972, p. 415): “This series is divergent; therefore we may 
be able to do something useful with it.” Na década de 1920, tardiamente, 
deu-se o reconhecimento do gênio de Heaviside, do valor dos seus trabalhos 
e da legitimidade matemática dos seus métodos. 

À teoria das distribuições é mais um exemplo de um fenômeno recorrente 
na história da Matemática: se um formalismo invariavelmente produz resulta- 
dos corretos e úteis, deve haver uma justificação rigorosa subjacente. 


9.6 Transformada de Fourier e Distribuições Temperadas 


O estudo profindo da natureza é a fonte mais rica de descobertas matemáticas. 
JoszrH FourIER 


A transformação de Fourier é uma ferramenta matemática de importância 
inestimável para a Física. A partir da definição da transformada de Fourier 
de uma função, discutiremos a extensão natural da transformada de Fourier 
a distribuições e veremos a necessidade de ampliar o espaço das funções de 
teste. 


Derinição E PROPRIEDADES DA TRANSFORMAÇÃO DE FOURIER 
Seja L!(R), também denotado abreviadamente por El, o espaço das funções 
integráveis sobre toda a reta real, isto é, 


fel e Iflh= [ “Ciftnde<os: a 


Dada uma função f € L!, sua transformada de Fourier é a função denotada 
por Zf ou f e definida por 


SFU9 = fl) = =) rodar. 9.75 
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Como [e fug| = fl)! e Ifl é integrável, segue-se que a integral existe 
para cada ke R e a função .Zf está bem definida. Infelizmente, não há uma 
definição universalmente aceita para a transformada de Fourier: alguns autores 
a definem sem o pré-fator 1/27 e há matemáticos que não apenas omitem 
este fator como também substituem k por 27X na função exponencial. Ainda 
outras escolhas são encontradas na literatura. Portanto, confira a definição an- 
tes de comparar resultados de diferentes autores. A transformada de Fourier 


conjugada, denotada por .Zf ou f, é definida por 
Frua = Fa = = h “Soda. 976 
As funções .Zf e Ff são contínuas e limitadas: 
oo 
vemlgfdai= | Iftonlax= 1h, 377 
—00 


com resultado análogo para Ff. Além disso, tanto .Zf(k) quanto .Zf(k) ten- 
dem a zero para |k| — oo pelo lema de Riemann-Lebesgue (Problema 9.3). 
Se f é diferenciável e f'€ L! podemos integrar por partes para obter 


A =—ikx d grite A l 4 —ikx pt d 
/ Ea] Stoa. f'o)dx. 9,78 


-A 


Passando ao limite A — oo, o termo integrado é nulo porque f(x) — O para 
|x| — oo, de modo que 


oo » 
FPIk)=———= ex Fddx. 9.79 
—o0 
Comentário. No raciocínio acima tomamos como óbvio que f(x) se anula 


quando x — +oo, mas isto requer prova (o intuitivamente óbvio é frequente- 


mente falso na Matemática). De 


109 =03+ [ Ffndt 


deduz-se que f(x) tem certamente limites finitos para x — +oco porque 


+00 
fttoo) = p10)+ [ Fíndt 
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e estas integrais existem porque f !€ Il, Esses limites, no entanto, não podem 
ser diferentes de zero porque a integral de | fl sobre R seria infinita, em contra- 
dição com a hipótese de que f E Ii (esta parte da demonstração é mais fácil e 
fica por sua conta). 

A fórmula (9.79) pode ser escrita na forma 


ik FLU) = = Foda = Ff, 9.80 


1 [ es, 
— e 
27 d-oo 
que é válida para todo k (para k = 0 o primeiro membro é nulo e o se- 
gundo membro é proporcional a [2 f'G)dx = f(00)- f(-00) = 0). De (9.80) 
deduz-se 


vem ki FF <Uf 9.81 


Procedendo indutivamente, se f é m vezes continuamente diferenciável e 
todas as derivadas até a ordem m pertencem a L!, inferimos 


(JT FLU) = FIL), 9.82 
(=) 
vm KI FF f a. 9.83 


Naturalmente, as mesmas fórmulas valem para Zf bastando substituir i por 
=i. 
Examinemos a diferenciabilidade de .7f. Dérivando formalmente sob o 


sinal de integral resulta 


vEm ap da = [ inettermar. 9.84 


A derivação sob o sinal de integral é legítima se x f(x) pertence a Eh, 
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Podemos reescrever (9.84) na forma 


(PP do = Fl-ixfo)). 9.85 


Mais geralmente, se f(x), xf(x),...,x” f(x) E L!, então Ff é m vezes dife- 
renciável, a diferenciação sob o sinal de integral é permitida pelo Teorema 
7.15 e temos 

(PN) = FUI)” Foo] 2.86 


com a limitação 
(EPP gl |" fog. 9.87 


As equações (9.83) e (9.87) podem ser assim resumidas: quanto mais vezes 
f é diferenciável (com derivadas integráveis), mais rapidamente .Zf decresce 
no infinito; quanto mais decrescente é f no infinito, mais diferenciável é .Zf 
(com derivadas limitadas). Obviamente, as fórmulas (9.83) e (9.87) permane- 
cem válidas com a substituição de Zf por .Zf. Esses resultados podem ser 
consolidados num teorema. 


Teorema 9.17 Toda função fe Ih possui uma transformada de Fourier PF(k), 
dada por (9.75), que é contínua, limitada e tende a zero paralkl— 0. Sef ém 
vezes continuamente diferenciável e suas derivadas até à ordem m são integráveis, 
então as equações (9.82) e (9.83) são válidas. Se f,x Pro XP f são integráveis, 
então Ff é m vezes continuamente diferenciável e valem as equações (9.86) e 


(9.87). 


Espaço DAS Funções DE Decréscimo RÁPIDO 
Se fe Il, a distribuição associada a .Ff é 
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(Ff) = E dbqd= es a et fiydx 
e (LPP), 


onde a legitimidade da troca da ordem de integração decorre do teorema de 
Fubini, porque a integral iterada em R2 de 


pe fog pugl = IfOIp(O] 


é finita, pois trata-se do produto de uma função integrável em x por uma 
função integrável em k. 

A Eq. (9.88) nos compele a definir, para uma distribuição arbitrária T, a 
sua transformada de Fourier 7 T por 


(ELO =TIp, pe. 9.89 


Lamentavelmente, esta fórmula não faz sentido para T arbitrária: se q € 2 
não há motivo algum para que a função .Zy pertença a 2. Na verdade, Fyp 
nunca pertence a 2 com exceção do caso trivial y = O (Schwartz 2008, p. 
190). A inexistência da transformada de Fourier de distribuições arbitrárias 
exige considerar uma classe restrita de distribuições. A ampliação do espaço de 
funções de teste reduz automaticamente a classe correspondente de funcionais 
lineares contínuos. 


Definição 9.18 O espaço das funções infinitamente diferenciáveis de decréscimo 
rápido, denotado por 9, consiste nas funções p:R — CT infinitamente diferenciá- 
veis e tais que p(x) decresce mais rapidamente do que qualquer potência de 1x] 
para |x| — 00, 0 mesmo acontecendo com cada uma de suas derivadas. Mais preci- 
samente, S € o conjunto das funções infinitamente diferenciáveis tais que 


sup Ix q!” (| <oo 9.90 
xeR 


para todos os inteiros não negativos le m. 
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Decorre da Definição 9.18 que, se qe .?: 

(1) Quaisquer que sejam os inteiros não negativos 1 e m, a função x!q!m 
é limitada e integrável, pois do fato de (1 + x) xp?) ser limitada por 
uma constante M, deduz-se que xl é limitada por M/(1+x?), que 
é integrável. 

(1) Quaisquer que sejam os inteiros não negativos 1 e m, a regra de Leibnitz 
da derivada de um produto nos permite inferir que função (Get) tr 
é limitada e integrável. 

Assim como foi feito com o espaço “Z, é necessário introduzir uma topo- 
logia ou noção de convergência em .”. 


Definição 9.19 (Convergência em .?) Uma sequência (pn) de funções de S 
converge para p € 9 se e somente se, quaisquer que sejam os inteiros não negativos 
Le m, a sequência (x! pt) converge uniformemente para x! UM, 

O palco mais natural para se definir a transformação de Fourier é o espaço 
«4 em virtude da proposição a seguir. 


Teorema 9.20 Se qp(x) E (4) x Sua transformada de Fourier Fp(k) pertence a 
(2), Além disso, se a sequência de funções (Pn) converge para q em (4) , então a 
sequência de transformadas de Fourier Ppn(k) converge para Pp(k) em (De 
Demonstração. Se «p(x) € (7), acabamos de ver que x!p(x) é integrável 
para qualquer inteiro não negativo 1. Combinando (9.82) com (9.86) resulta 


PDP dg = Fcis po)", 2.91 
donde 
V2m ki (PO dl <p). 9.92 


Isto prova que Fyp(k) e todas as suas derivadas tendem a zero mais rapida- 
mente do que qualquer potência de 1/|k|, de modo que Fp(k) E (9 Para 
a segunda parte da demonstração basta considerar sequências que convergem 
para O, pois a este se reduz o caso geral em que Pn — y simplesmente 
tomando a sequência (y») com yn = Pap. Se Pr > 0 em (4), segue- 
-se que (1 + (x'pn TE) também converge uniformemente para zero em 
(4), de modo que galo) | < M/(1+x2) para todo x e para todo n 


CaríruLo 9 — DisTRIBUIÇÕES 293 


(pelo Problema 7.4, uma sequência uniformemente convergente de funções 
limitadas é uniformemente limitada). O teorema da convergência dominada 
de Lebesgue garante que o segundo membro de (9.92), com ya no lugar 
de «p, converge para zero quando n — co. Portanto, k” (Fpp) (k) converge 
uniformemente para zero quando n — oo quaisquer que sejam os inteiros não 
negativos | e m. Isto significa que a sequência de transformadas de Fourier 


Fpn(k) converge para zero em (4 ) pe | 


Em suma, a transformação de Fourier mapeia o espaço .” em si próprio. 


qlle, para a ER coma 40, | 


o 1 


DisrriBuIÇÕES TEMPERADAS 

Por maior que seja o seu ritmo de crescimento no infinito, uma função lo- 
calmente integrável define uma distribuição porque as funções de 2 têm su- 
porte compacto. Há uma classe importante de distribuições que generalizam 


funções que não crescem desmesuradamente no infinito. 


Definição 9.21 Una distribuição temperada é um funcional linear contínuo so- 
bre .S. Como PCS, se pn qem DP então pn — q em 2”, de modo que uma 
distribuição temperada é um funcional linear contínuo em D que é prolongável a 


um funcional linear contínuo em E do 
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feria lim o 


ll tira 


unção Ff il integrável 
stribuio rn onde rescimento l 
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A palavra “temperada” não tem nenhuma conotação culinária, mas evoca o 
crescimento moderado no infinito. Pode-se provar, por exemplo, que e* não é 
uma distribuição temperada (Schwartz 1966, p. 239) — a função exponencial 
cresce imoderadamente. O espaço das distribuições temperadas, dual de dA 
é denotado por .4”. As distribuições temperadas são muito importantes na 
formulação axiomática da teoria quântica de campos (Streater & Wightman 
1964; Jost 1965). 


TRANSFORMADA DE FOURIER DE DISTRIBUIÇÕES TEMPERADAS 

Se T é uma distribuição temperada, todas as suas derivadas são distribuições 
temperadas, porque se (p € .Z todas as suas derivadas pertencem a S. Se 
T é uma distribuição temperada e a(x) é um polinômio em x, a«T é uma 
distribuição temperada porque aq e.” sempre que q € 7. 


Definição 9.22 Se T é uma distribuição temperada, FT e FT são distribuições 
temperadas definidas pelas fórmulas 


(FTP) TF p) 9.98 


(ET) (TD Fp) 9.99 
para toda finção p e. 


Esta definição é adequada porque, se q e 7, então F q e “fp pertencema 
4. Se pa — p em Z suas transformadas de Fourier Fpne En convergem, 
respectivamente, para 7 q e “q, de acordo com o Teorema 9.20. Logo, ? T 
e FT são funcionais lineares contínuos em ?. 
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Definição 9.23 Se T éuma distribuição arbitrária, sua translata poracRea 
distribuição Ta definida por 


Top) =(Tp-a) paratodo pe D 9.100 


onde 


Pal) =p(x-a). 9.101 


fes; EE sgh 
E auge da 
np está! lima pedido Prove di 


Teorema 9.24 Se T éuma distribuição temperada: 
dPT a” 
g(E uy ; -“imeri=C gm. 
(5) PPT; Fi T]= (FM); 9.105 
Place FT; Fe T)= (27), 9.104 


Fórmulas correspondentes valem para FP coma substituição de i por —i. 
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Demonstração. Para todo q E .4 temos 
dPT aPT 
(2 9) = (5? 9) 
=(-0? — fg =(-Dºer gl ix)? 
=(-1) (1 ESPO) = DATE it) 
(FTP po) = (PPT). 
Por outro lado, 


(Ele) T, p= ioPT, Pp) 
Dei Fpp = (DAL PlpP Go) 


dPq 

=P e untp) =fo qu 

=(DUPT PP (9) =( Dl FT, TP) 
da” 


Continuando, 


(CIFTY) a (FT) 
«Ff "pop =(T(P9) = Ta F q) =P Tap). 


Finalmente, 


(Ff Tr], q) = (1,79) 
= (TP (MEP) (FP Tp-a) = (DP) 


o que completa a demonstração. E 
Agora estamos prontos para deduzir o teorema central da teoria da trans- 
formação de Fourier: as fórmulas de inversão de Fourier. Para tanto, necessi- 


tamos de um resultado auxiliar. 


Lema 9.25 (Lema Fundamental) 
FO =v2m0a. 9.105 
Demonstração. Em virtude de (9.104), basta provar que 


F1-=v2n6. 9.106 
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Note que a função f(x) = 1 é limitada e, como já vimos, define uma distribui- 
ção temperada. Pelo Teorema 9.24, 


d ESTAS 
0=9(5a)=ix91, 
de modo que, pelo Teorema 9.9, 
F1=Cô. 


> Rap 
Para determinar o valor da constante C, tomemos p(x) = e * “2, de modo 
que 


(PLAY) =[ C“Pax=v27, 


ao passo que ; 
(Cô,p)=Cp()=C. 


Portanto, C = 27 e o lema está demonstrado. E 


Analogamente, prova-se que 


Fl=v2nô 9.107 
e 
F(eX)= V2m0a. 9.108 


Teorema 9.26 (Teorema Fundamental) Se pe valem as fórmulas de in- 
versão de Fourier 


FHFPy)=p e HFp)=p. 9.109 
Equivalentemente, pode-se escrever 
FPE=1e PR=I, 9.110 


onde I denota a aplicação identidade em 9º. 
Demonstração. Pelo Lema Fundamental, temos 


1 : 
Pla) = (Op) = 6 op) 


= =P) = a e(Fp)tdr. 
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Como a é arbitrário, 
1 (o. p= 
(x =| e Fp)dk=(7 Pp). 
== (79) (7 7p)0) 
Da mesma forma, usando (9.108) obtemos 


Re 
pla) = (dp) = SR É “py 


1 ; e oo é pus 
=e“Zo-=| e Po)tda, 


o: 


o que estabelece a igualdade q = (7) e completa a demonstração. E 


As equações (9.106) e (9.107) são as versões rigorosas das expressões for- 
mais 


TIS à A ri 
dmm= 5 | eitigt= | etXdk. 9.411 
21 J-oo 27 J-oo 


Usando estas expressões simbólicas pode-se deduzir formalmente a fórmula de 
inversão de Fourier: 


[FP] = ix (F p)k)dk 


1 La 
— | e 
V27 J-oo 
= =. apeite = [" etrotydy 

v27 d-oo v2x —00 

[e] 1 00 = -3 [0] 
-[ avos [ et ars [ py )dy= pu). 
—00 —00 -00 


Note, no entanto, que a mudança na ordem de integração que foi efetuada é 
ilegítima porque 
10 p= ip 


e Ig] não é integrável sobre R? (embora ly seja integrável sobre R): 


[.towiaxay= [ ax [ toGatay= toh [ dx=00. 


A propriedade a seguir da transformação de Fourier é de extrema impor- 
tância, especialmente para a teoria de operadores em espaços de Hilbert (vide 
Capítulo 12). 
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Teorema 9.27 (Parseval-Plancherel) Se feg pertencema S então 


[ fedgro) dx= A FIO F gl) dx. 9,112 


Demonstração. Em virtude do Teorema Fundamental, temos 


f. fO)gly dr= É tal. et 2 [0 dklglo dx 


Sa t=l. e FT0 dk) gto dx. 
—00 TX J-co 


Como Z f é integrável em k e g é integrável em x, seu produto é integrável 
em k e x. Portanto, pelo teorema de Fubini, a ordem de integração pode ser 
invertida, dando como resultado 


[ IDetar= [Parsjm o [O ettrgogas 
—oa é 0 vV27 J-oo - 
oo 
-[. F70S eat, 
-—00 
o que completa a demonstração. E 


Há uma outra operação importante sobre um par de funções que apresenta 
um comportamento extremamente simples sob a transformação de Fourier. 


Definição 9.28 Dadas duas funções f,g E LHR), sua convolução f x g é a função 
definida por 


Fegto= [ foge yay= [ fu-ygyady. 92.113 


Teorema 9.29 4 convolução f *g de duas funções f,g € LAR) satisfaz a desi- 
gualdade de Young 


1f+ glh <fillgil. 9.114 


Além disso, sua transformada de Fourier é dada por 


Ff) =v27( FPP. 9115 
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Demonstração. Pelo teorema de Fubini, temos 


[ Ir+etoldas f dx [ [= pllggildy 


-[ If lda [ Iggldy= fil llglht, 


o que prova, ao mesmo tempo, que f *g € YR) e que a desigualdade de 
Young é satisfeita. Segue-se que f + g possui uma transformada de Fourier 
dada por 


PU guB= = [axei [" ronga- pay 
00 ' 00 , 
= [ave ttrro) pra dx 
jd E 
=[ [ CP FO) dy) FAO = V27 (FAO (FU, 
onde foi usado novamente o teorema de Fubini. E 


PARIDADE E TRANSFORMADA DE FOURIER 
O reflexo em relação à origem de uma função f:R —€ é a função f definida 
por 

fo) = ft). 9.116 


O reflexo em relação à origem de uma distribuição T é a distribuição T 
definida por 
(Tp) =(T9). 9117 


Se T'=T diz-se que T é uma distribuição par; se 7 = —T diz-se que T é uma 


distribuição ímpar. 


302 Convire À Física MATEMÁTICA 


Vejamos como os resultados destes dois últimos exercícios pedeai ser ex- 


plorados para determinar a transformada de Fourier da distribuição Pa - Pelo 
Teorema 9.24, 


alsra)=(-ixpl)=cigi=-ivõo, 9.118 


1 
onde usamos (9.106) e xP— —1. 
x 


gs 
E entido ne dibições. 


Com o uso deste último resultado, a Eq. (9.118) toma a forma 


d 1. si 
TP tiy/5e)=0, 9.121 
1 
PPo+ ifZe-c. 9.122 


Como C é par, € é ímpar e a transformação de Fourier preserva a paridade, 


conclui-se que C =0 e 
1 
FPP— =-iVãe. 9.123 
x 2 


Esta equação costuma ser escrita na forma simbólica 


E 00 nikx 
ei)=- [e «=P [ E dr. 9.124 


mi -oo X 


1 ado 
Po=-iVi Ze 9.125 
x 2 


donde 


Reciprocamente, 


CapíruLo 9 — DisTRIBUIÇÕES 303 


ou, simbolicamente, 


LD a US pag 

P-=-— e'Selk)dk = — e e(kjdk. 9.126 
x 2) 2 J=00. 

Esta fórmula é útil tanto na eletrodinâmica quântica quanto na eletrodinâmica 


clássica (Leite Lopes 1960, pp. 27-28). 


9.7 Transformada de Fourier em Rº 


A análise de Fourier pode ser estendida, sem grandes complicações adicionais, 
a funções de várias variáveis e a distribuições temperadas sobre R?. 
Seja C(R”) o conjunto das funções complexas definidas em R” que pos- 
suem derivadas parciais de todas as ordens. Para f e C(R”) e o multi-índice 
= (41,...,Qn) E Ng definimos 


Le 
da a 


= A 0 o..ytn E 
= og x =x "exp", lal=01+...+Qn- 9.127 
x Xn 


O espaço de Schwartz ./(R”) é definido por 
PR)= | fecR” 


sup|x*(9p Pl] <o0 va, peNgL. 9.128 
xeR" 
A transformada de Fourier de fe /(R?) é 
R 1 E 
FF) = P(K) = —ikx n á 
FEIO) = f(k) A FfO)d"x, 9.129 
onde kx= kjxi ++ KknXa. 


Lema 9.30 4 transformada de Fourier mapeia SUAR em SAR). Além disso, 
parafes (R?) e para para cada multi-índice & temos 


a fIIO = (UM US, CEOTTO = HO O. 9.130 


Demonstração. A primeira fórmula decorre da aplicação repetida de 


sê 1 ix 0/09) Rv— 1 [ = ô =ikx n 
(Ox, SG) = (a)rt2 fue 0x; d'x (m)r'2 4 dx; Jroa * 


= pe fo ikje E fl) dx = ikyfUO, 
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obtida via integração por partes. A segunda fórmula resulta da aplicação reite- 
rada de 


1 3 
GÍOW= a Ii jet fts 


1 [o [o ER 
“tom helinço e) tinare=igefom. 


onde a diferenciação sob o sinal de integral é justificada pelo Teorema 7.15. A 
partir de KO pf) = = SÊ (O, xP f(o)Y(k) deduz-se 


KO ÊPUI < lda XP FI <00, 
já que da xÊ f(x) E SR. Portanto, fe PR?) E 


Teorema 9.31 4 transformada de Fourier FSB) > L (Rº) é uma bijeção e 
sua inversa é 


Pro) = fo) = EE a RT e* fuja". 2a3t 


Demonstração. Seja e > 0 e elx) = e 2, O teorema da convergência 
dominada permite escrever 


di da mah, CC fd = a Ji ca RT 


=| [. Pele fe dr yd”k 


um Qu)” 


Usando o teorema de Fubini deduzimos 


ik(x-y) qn n 
Potim ba [9d PAR) rona!y 


1 
ma fui qa buely =) fd? y, 
onde usamos a integral gaussiana /S e XiZriax gy — (vanlee PRE em 


conformidade com a Eq.(9.95). Com a mudança de variáveis z = (y— x)/e 
resulta, finalmente, 


1 1 
Ef) =lim—— Pa) fred de= fas bilz) = f(x) 
(Cm)? Jan 


E>0 (mr? en 


pelo teorema da convergência dominada. E 


o 
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Teorema 9.32 Para f,ge SR”) vale a identidade de Parseval 


efasemare- [ fog dx. 9.132 
gn en 


Demonstração. Basta, como no caso unidimensional, aplicar o teorema de 
Fubini. E 


Teorema 9.33 4 convolução f * g de duas funções f,g € LR”) é definida por 
dsgm= [ Swgm-naty=[ fa-nemdty ou 


e também pertence a IMR"). Além disso, f*g satisfaz a desigualdade de Young 
Uf + glh<Uflhllgil 


e sua transformada de Fourier é dada por 
(f * 79 = Cm" fo 800. 
Demonstração. Aplicação direta do teorema de Fubini. 


A transformada de Fourier de uma distribuição temperada sobre R” define- 


-se exatamente como no caso unidimensional, e equações correspondentes a 
(9.103) e (9.104) deduzem-se do Lema 9.30. 


Leituras Adicionais Selecionadas> 


Schwartz, L. Mathematics for the Physical Sciences. 
Richards, J. 1. e Youn, H. K. 1990 Theory of Distributions. 


Problemas 
9.1. Quais das aplicações T: 2 — C abaixo são distribuições? 
n 


(a) Tip) = 5 cep) (cp xe). 
k=1 


(b) Tx) = (0 + qp'(0)2. 


- À lista completa de referências, com plenos detalhes bibliográficos, encontra-se na Bibliografia 


no fim do livro. O símbolo * destaca obras cuja leitura é altamente recomendada. 
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(e) T(p) = (0) + q'(0). 
(d) T(g) = ! lptglde. 


(e) T(g) = max (x). 
xeR 


9.2. Encontre a solução geral da equação diferencial xT' = 0 para a distribui- 
ção TemR, 


9.3. Prove o lema de Riemann-Lebesgue: se 1 é um intervalo finito ou infi- 
mtoe fe IMD, 


tim [169 cosÃxdx= lim | fcosenaxdx=o. 
A-coJI A-coJI 


Sugestões: (1) primeiro suponha que 1 = [a,b] é um intervalo limitado, f é 
diferenciável com derivada contínua e faça uma integração por partes; (ii) use, 
agora, o fato de que o conjunto das funções continuamente diferenciáveis em 
[a,b| é denso em L!(a,b), isto é, dados fe LMa,b) ec >0, existe g continu- 
amente diferenciável tal que PI) gogldx <e!2; (111) finalmente, se 1 é 
infinito, escolha o intervalo finito [a,b] de tal maneira que /; = frab) + im 
com | fra)! <€/2 Gustifique a possibilidade de tal escolha). 


9.4. (a) Utilizando a decomposição «p(x) = «p(0) + [yp(x) — qp(0)] e o lema de 
Riemann-Lebesgue (Problema 9.3), prove que a distribuição 


senÃx 
x 


converge em 2 para xô quando À — co. (b) Prove que, para À real, a aplicação 


cosÃx 


pez=Pf E pl) dx 


define uma distribuição, que se denota por 


peosÃx E 


x 


Prove que esta distribuição converge para zero quando À — oo, 


9.5. (a) Mostre que a aplicação que faz corresponder a cada p € Z o número 
real 


Às PP ““pa)  «p(x) (0) 
Proa=Prf CDax- lim [CS ax Ê a 


€>0+ 


Carírutoo — DisTRIBUIÇÕES 307 


define uma distribuição denotada por PES (o símbolo “Pf” que antecede a 
integral significa “parte finita”). Sugestão: (x) = (0) +x4'(0)+ Ip) — p(0)— 
xqp'(0)]. (b) Prove que 


Pro) -p[' oo dz. 
(c) Prove que ni : 
(25) =-PEa. 
(d) Prove que ÉPEs =1, (e) Calcule FPEs. 


9.6. (a) Prove que xô' = —ô e, mais geralmente, xôt") = -m5tM-D para 
m=23,.... (b) Prove que x"T =0 se e somente se T=cj8+c26'+...+ 
cmo! onde cy,..., Cm são constantes arbitrárias. 


9.7. Encontre a distribuição mais geral possível em R que satisfaz x27 = 1. 


9.8. Encontre a solução geral da equação diferencial xT'+T = O para a 
distribuição T em R. 


9.9. Prove que, em duas dimensões, 

Alnr =27ô, 
onde 7 = (x2 + y?)!2, 
9.10. Prove que 


tim Aly =26. 
A=0+ 


9.11. Resolva a equação integral de Lalesco-Picard 
oo 
Px) = cosax + af e Hpydy, Az+a)/. 
—00 
Sugestão: aplique a transformada de Fourier e não hesite em usar 


oo á 
F ettxdx=2nô(). 
—D0 
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9.12. Justifique a seguinte definição de convolução da distribuição temperada 
TcompesS: 
Teqa)=(Tyspy, Pl) =q(-). 
(b) Mostre que 
d (T+ 0) dT 
pena =— + 
dx PE gx *P 
e, em particular, 
ia 
dx 


onde 8 é a função degrau de Heaviside. Justifique a diferenciação sob o sinal 


O=p)=q, 


de integral. 


9.13. Prove que 
ow -D=5(x-D-6(x+0)=2x6(-1). 


9.14. Calcule ês 
[ e “Xs(senax)dx, a>0. 
—o0 


9.15. Seja 9 a função degrau de Heaviside. Calcule, no sentido de distribui- 
ções: 
E d AX. 
(a) Fido ; 

d 2 
() (qa +?) 


9.16. Calcule as derivadas de ordem 1 a 4 das distribuições 


9(x) senvx 
o 


N=lxicosx e T=|x|senx. 


9.17. O produto temporalmente ordenado (“time-ordered product”, em in- 
glês) desempenha um papel importante na teoria quântica dos campos e é 
definido, para duas funções f e g, por 


fidgim) set>r 


riroea)=| RE ses ee 
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Mostre que, para um certo valor da constante €, a distribuição 
Gr()=CT(senyt coswr) 


satisfaz , 


d 
(ia ta") =d:(0, 
isto é, Gr(t) é uma função de Green do operador diferencial ddr. 


9.18. Prove que, no sentido de convergência de distribuições, 


9.19. Encontre a distribuição T cuja transformada de Fourier é 


oo 1 7 
PTU)= 5 (kn). 
n=0 Me 


9.20. Seja T a distribuição associada à função localmente integrável 


1 
—= se x>0 
Ea 
TO) = ve 


O se x<0 


Como T(x) = Bio um cálculo formal usando a regra de Leibnitz (9.49) 
X 
conduz ao seguinte resultado sem sentido para a derivada de T: 


ôto) 16x) 
e SR (Falso!). 


Explique por que este cálculo é incorreto e mostre que T' é a distribuição dada 
por 


 p(x) — PE a(o, 
Tup=-> RR 


9.21. Em R”, com n > 2, considere a função f(x) = 1/|x), onde x = 
(x1,...,Xn) e |xl= (x$ +++ x3)1/2, Mostre que esta função define uma distri- 
buição f dada por 

(469) 


d"x 
Re |xl 


fpj= 
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9.22. Prove que, no sentido de convergência de distribuições, 


1 Adi 
lim CRE = sq. 
n>00 pax 
9.23. Seja 
1 
T=P>=-inô(x)= lim —. 
% e>0+ x+ie 
Prove que 


PT=-iv270. 


9.24. Encontre a solução geral da equação diferencial (x 7)” = ô para a distri- 
buição Tem R. 


9.25. Seja T uma distribuição em R e «:R > uma função infinitamente 
diferenciável tal que «(0) = 0 e a'(x) £0 para todo xe R. Prove que a solução 
geralde «aT=0 é T=Cô para alguma constante C. 
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Espaços de Hilbert 


Na mecânica quântica, uma partícula sem spin é descrita no instante £ por 
uma função de onda Y(x,t). A densidade de probabilidade da posição da 
partícula no instante t é |W(x,t)|?. Para que esta interpretação faça sentido, a 
densidade de probabilidade integrada sobre Rº deve ser igual a 1 em qualquer 
instante. Portanto, só são aceitáveis para representar o estado de uma partícula 
aquelas funções de onda 'F tais que a integral de F|2 sobre todo o espaço seja 
finita. Este conjunto de funções, denotado por L2(R?), constitui um exemplo 
de um espaço geral denominado espaço de Hilbert. 


10.1 Espaço de Hilbert 


Seja Y um espaço vetorial (sinônimos: espaço linear, variedade linear) sobre o 
corpo dos números complexos. Tipicamente, os vetores de Y serão denotadas 
por letras latinas tais como x, y, 2, f, g, ao passo que letras gregas como a, 8, À 
designarão números complexos. 


Definição 10.1 Um produto interno ou produto escalar no espaço vetorial Y 
é uma função complexa €,) definida sobre o produto cartesiano Y x V tal que, 
quaisquer que sejam x,ypzEV excl: 

(PID (x,x)=20e(x,x)=0 seesomentese x=0; 

(PI) (x, y+z=(1,))+ (1,2); 

(PB) (x,y) = atx, y); 

(PIA) (x,y) = (952). 


Denotamos por 2 o complexo conjugado de A. Combinando (PI3) e 
(PI4) encontra-se imediatamente (ax, y) = m(x,y). Dizemos que o produto 
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interno é linear no segundo elemento e antilinear no primeiro. Nos textos de 
Matemática costuma-se substituir (PI3) por (ax, y) = a(x, y), o que torna o 
produto interno linear no primeiro elemento e antilinear no segundo. 
A partir das propricdades (P12)-(PI4) verifica-se imediatamente que: 
(0,x)=(x,0)=0; (x ay+ Ba) 
=a(x,yp+B(x,2); (ax+ By, 2) = 0(x,20)+ B(y,2). 

Teorema 10.2 (Desigualdade de Schwarz) Se x e y são elementos de um espaço 
vetorial com produto interno, 


[apê = (6,2) (4,3). 10.2 


Verifica-se a igualdade se e somente se x e y são paralelos, isto é, se e somente se 
x= Ay para algum Ã EC. 
Demonstração. Se y = 0 não há nada a demonstrar. Se y £ 0, para qualquer 
AÉeC temos 
O<(x-Ayx- Ay) = (2,2) A(x, y)— My, 3) + AB 9). 
A escolha À = (x, y)/(y, y) reduz esta última desigualdade a 
2 
[Ko 99] E 
Gy) 
que coincide com (10.2). Vale a igualdade se e somente se x— Ay =0. |] 


(1,x)— 


, 


Definição 10.3 Um espaço euclidiano É é um espaço vetorial no qual está defi- 


nido um produto interno. 


Definição 10.4 Num espaço euclidiano, dois vetores x e y são ortogonais ou per- 
pendiculares se (x, y) = 0. Neste caso, escrevemos x L y. 


Exemplo 10.11 
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emplo de espaço: iicidis: de dimensão infinita é Boni By 9 
torial das. funções coimplexas seontftumas sobre R de ifutdrido - 
, isto 6: tais dm E É : il 


ligar de que:gsta Nedicição faz pes De | 
Arte Eis ', donde 


E jade je um produto | interno, Este mi smo 
acbiedo mostrá hr o 4) define. 'um produto interno em 1% ja 
habitual identificação de funções que só diferem num conjunto de: medida | 

, 2810 a ia de Pa a validade de (). 


A desigualdade de Schwarz com o produto interno (10.3) toma a forma 
de uma desigualdade para números complexos: 


n 2 n A n > 
| o T+bi| < ( » tar)(O 1Bzl Ip 10.5 
k=1 k=1 k=1 
No caso do produto interno (10.4) resulta uma desigualdade para integrais: 
o 2 
If fOgtada) sf. UrtoBax [o Igt)Pdx. 10.6 


Teorema 10.5 Num espaço vetorial Y com produto interno, 


Bxll=€x,x) 10.7 


define uma norma em Y. 
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Demonstração. Das propriedades (N1)-(N3) que caracterizam uma norma 
(ver Definição 8.53), a única cuja validade não é imediata é (N3), a desigual- 
dade triangular. Temos 


|x+ yiê= (+ get 9) = lê + (e) + ro + IP. 


Mas 
(6,3) + (952) = (2,9) + (1,7) = 2Re (x,y) < 212,9) 


é, usando a desigualdade de Schwarz, 
(6,9) + (4x) <2V/Qua) (7) = 2 elo. 
Por conseguinte, temos 
pec yIÊ sed + 2 ey IV IÊ = (t+ 10) 
que, por extração da raiz quadrada, implica a desigualdade triangular. E 


Se x e y são vetores perpendiculares, o primeiro cálculo realizado na de- 
monstração acima mostra que vale o teorema de Pitágoras: 


|x+ Iê = |x2 + py]? se x Ly. 10.8 


Duas identidades importantes envolvendo a norma são a lei do paralelo- 
gramo 
+ yiP + fe yÊ = 21x + 211 10.9 


ea identidade de polarização 
i ; 
(69) = (lc ye pêlo ivo ido ii) 10.10 


Um teorema de Jordan e von Neumann estabelece que uma norma deriva de 
um produto interno se e somente se obedece à lei do paralelogramo (Teschl 


2009, p. 17). 
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Recordemos que um espaço normado é um espaço vetorial munido de 
uma norma. De acordo com o Teorema 10.5, todo espaço vetorial dotado 
de um produto interno é um espaço normado com a norma induzida pelo 
produto interno. Lembremos, ainda, que um espaço normado é completo se 
toda sequência de Cauchy é convergente (reveja a Seção 8.8). 


Definição 10.6 Um espaço de Hilbert é um espaço euclidiano completo relativa- 
mente à norma induzida pelo produto interno. 


Mais detalhadamente, um espaço de Hilbert é um par ordenado (.%º,(:,:)) 
— um espaço vetorial .X” com produto interno (:,:) — tal que toda sequência 
de Cauchy em .X” converge para um elemento de .Xº segundo a norma indu- 
zida pelo produto interno. Portanto, cada espaço de Hilbert é um espaço de 
Banach especial cuja norma deriva de um produto interno. 


do <o0 


a 03-00) No caso p= 2; 
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chy (verifique) em Leon) que não converge 
«para im clemento de 12, (8). Esta sequência, converge. peinibiliiênte 
para a função característica do intervalo Ta = a, ai EDER 


nis= o se Ixixa 


é uma: sequência de Ca 


0 selxi>a 


: que não pertence à. LÊ) porque é descontínua, Argumento idêntico 

"ag usado na demonstração do Teorema 8.51 prova que (fx) não. pode 
convergir na norma derivada do produto interno (104) io ima Ê 
função contínua de quadrado integirável, PR tt 


' e nba 
so EE dis funções 


é um  soboonjunto men urável de Rº. | 


Recordemos algumas noções importantes introduzidas na Seção 8.5. Um 
subconjunto D de um espaço de Hilbert 2X” é denso se D= Xº, onde D 
denota o fecho de D. Segue-se que D é denso em .Xº se, dado c > 0, para 
qualquer x e Xº existe y e D tal que |x— y| <e. Dito de outro modo: um 
subconjunto D de .X” é denso se possui elementos arbitrariamente próximos 
de qualquer elemento de 4º. Uma propriedade importante dos conjuntos 
densos é a seguinte (Teorema 8.35): se D é denso em X”, para todo x € 
KH existe uma sequência (xp) de elementos de D tal que dim, Ru = E 
conjuntos densos são de extrema importância para toda a teoria de operadores 


lineares em espaços de Hilbert. 


Caríruto ro — Espaços DE HiLBERT 317 


Definição 10.7 Um espaço de Hilbert é separável se possui um subconjunto enu- 
merável denso. 


Teorema 10.8 O espaço de Hilbert [2 é separável. 

Demonstração. Seja D o conjunto das sequências de 1º da forma (r1,13,...,Fny 
0,0,0,...), onde os r são números complexos com partes real e imaginária 
racionais e todos os elementos da sequência são nulos a partir de um certo 
número natural n. Esta coleção de sequências é enumerável, pois é uma união 
enumerável de conjuntos enumeráveis. Seja x = (€1,€2,...) um elemento qual- 
quer de 12. Dado € > 0 podemos escolher n tão grande que 


ou e? 
3 lEg<—. 
k=n+1 2 


Como números reais podem ser arbitrariamente aproximados por números 
racionais, existe um elemento X = (r1,12,...,1n,0,0,0,...) € D tal que 


n 3 e 
Dlre-és Ea 
k=1 
Consequentemente, 
2-0 20% 2, 8 2.2 q 
[= x]É= 5 1x éul= ret + Do té Eae 
k=1 k=1 k=n+1 


e temos |X— x] <e, o que completa a demonstração. E 


Todos os espaços de Hilbert da mecânica quântica e da teoria quântica 
de campos são separáveis. Salvo menção em contrário, de ora em diante 
denotará um espaço de Hilbert separável. 


ConvERGÊNCIA FRACA 
Dizer que limpo Xn = x em X é equivalente a afirmar que lim,-.co Xp — 
xl = 0. Esta noção de convergência em .X” é às vezes chamada de conver- 
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gência forte para distingui-la de um outro tipo de convergência chamado 
de convergência fraca, e que é útil em certos contextos. Quando necessário, 
usaremos o símbolo s-lim para indicar que o limite é entendido no sentido 
de convergência forte. 


Definição 10,9 4 sequência (Xn) de elementos de um espaço de Hilbert Xº con- 
verge fracamente para xe Hº se 


Jim Xm y)=(0,)) para todo ye. 10.11 


w é 
Neste caso, escrevemos Xn — X, Xn — X ou w-lim xy =X. 
n—00 
Teorema 10.10 Convergência forte implica convergência fraca. 


Demonstração. Sc x, — x fortemente, 
Um) Go pdl=Itxn- x, <Ixy—xlyl>O0 para n>oo, 


onde usamos a desigualdade de Schwarz. A validade deste resultado para 
qualquer ye .% provao teorema. E 


Te o do edtas Seja x = (E; opera ! 


br E lê =1 


; ho 20 para no: 


“Logo, xp 0: imãs do ao sinhegã 


pasa à vetor nulo porque 
“dxali=1 pa todas Re. RR 
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O Teorema 10.10 equivale a escrever, se xp — x fortemente, 
AI Com) = Slim Xm,)) =(06), 10.12 


isto é, o produto interno é uma função contínua de seus argumentos. 


10.2 Bases Ortonormais 


À existência de um produto interno permite introduzir em qualquer espaço 


euclidiano o importantíssimo conceito de sistema ortonormal de vetores. 


Definição 10.11 Dois subconjuntos Re S do espaço euclidiano & são ditos orto- 
gonais, e escrevemos R1.$, se cada vetor de R é ortogonal a cada vetor de S. Um 
sistema ortogonal de vetores é um conjunto de vetores não nulos tais que quaisquer 
dois membros do conjunto são ortogonais. Um vetor x é dito normalizado se |x] = 1. 
Uma sequência (en), de vetores de É é um sistema ortonormal em E se 


tepe)=ôk, VklEen. 10.13 


Num espaço vetorial de dimensão finita n, qualquer sistema ortonormal 
S=tey...,en) com n vetores constitui uma base, isto é, qualquer vetor do 
espaço pode ser expresso de forma única como uma combinação linear dos 
elementos de S: 

n 
x=) axe, ar=(epa). 10.14 
k=1 
Num espaço vetorial de dimensão infinita, um sistema ortonormal infinito 
não é necessariamente uma base. 

Num espaço de Hilbert separável todo sistema ortonormal é finito ou 
infinito enumerável. Para confirmar isto, suponha que (es) seja um sistema 
ortonormal infinito e D = (x, X2,...) seja um subconjunto enumerável denso 
de %º. A distância entre dois elementos de (ey) é 


2 
leg—eo]f = teses, e; es) = (es eg) +legreg)=2 => les-enl=v2. 


Considere, agora, bolas abertas By(r) de raio r = V2/4 centradas em cada 
elemento feç!. Como D é denso, existem elementos x e x' de D tais que 
x€ By(r) e x/€ Bo:(r). Consequentemente, 
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v2=les-egl=les-x+x-x (e — x) < leo — d+ lx— + legr — 2) 
vz VD 2 
<— +xoxjr— => +|x-x'l, 
4 RR) 


donde |x— x'| > 2/2 e x £ x!. Fica assim estabelecida uma aplicação injetiva 
de fe;; em D, o que prova a enumerabilidade do sistema ortonormal feg!. 


Definição 10.12 Seja S um conjunto de vetores num espaço euclidiano É. O espaço 
vetorial formado por todas as combinações lineares finitas de elementos de S é o 
espaço gerado por S, denotado por span S ou também por (S). O subespaço vetorial 
fechado [S] gerado por S é o fecho spans de spans. 


Teorema 10.13 SeS eum conjunto enumerável de vetores de um espaço euclidiano 
É, existe um sistema ortonormal T que gera o mesmo espaço que S, isto é span T = 
span. 

Demonstração. Seja S = (y1,)2,)3,-..:. Alguns vetores de S podem ser linear- 
mente dependentes. Excluindo de S qualquer vetor Yn+1 que seja linearmente 
dependente de (yn,..., Yn), obtemos uma nova coleção Sy = (X1,X2,X3,...) de 
vetores linearmente independentes que gera o mesmo espaço que S: span So = 
spansS. A construção de T se faz pelo método de ortonormalização de Gram- 
-Schmidt. Como xy £ 0, o primeiro elemento de T é o vetor normalizado 


x1 
egq=—. 
xi 


Para obter e», retiramos de xp sua componente ao longo de e e normaliza- 


mos: 
x2 — (ey ,Xa)e1 
E E Ro cS 
xp —ter,x2bei 
O vetor x, — (e1,x2)e1 não é nulo (porque x) e x> são linearmente indepen- 


dentes) e é ortogonal a e;: 
(e1,x2— (ey,x2)e1) = ter, x2) — (ey, xo)ler,er) = ter, x2) — ter, x2) =0. 


O terceiro elemento é obtido removendo de x3 suas componentes ao longo 
de e; e e» e normalizando. Indutivamente, supondo já obtido o conjunto 


ortonormal (ey,...,en-1), O elemento seguinte é definido por 


— Xnten-IXn)en-1— o — teuXnder 
ix — (en-1Xn)en-1—"""— ter, Xndeil 


En 
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É imediato que en é ortogonal a todos os elementos anteriores [e1,...,en-1t, 
de modo que. fei,...,en-1, en) é um sistema ortonormal com um vetor a mais. 
O processo de ortonormalização deixa claro que os vetores fey,..., en] são 
combinações lineares de (x1,...,Xn) € vice-versa. Desta forma, obtemos um 
sistema ortonormal T = [e1,€2,€3,...) que gera o mesmo espaço que S, pois 
qualquer combinação linear de elementos de S é uma combinação linear dos 


elementos correspondentes de T e vice-versa. E 


Teorema 10.14 (Desigualdade de Bessel) Se (en) é um sistema ortonormal em 
He, então 


oo 
Der oB=I? o vxes. 10.15 
k=1 


Demonstração. Dado x e %”, sejam 


n 
Xn=) (epxe € Yn=X-Xn. 


k=1 
Temos 
(ei Yn) = (en x) — tey, Xn) = Cep x) — E (ex, Xen, ex) 
Ê k=1 
=(epx)— 3 (ep, N)0pi = (e 2) (epa) =0 


k=1 


paral=1,...,n, donde yn 1 Xn- Portanto, pelo teorema de Pitágoras, 
tê = [Den + PnlÊ = DÊ + ya => Ian lÊ s lotê. 


Segue-se que 


n 
Do Ito a) = IoxnÊ < foclÊ, 
k= 
donde, passando ao limite n — oo, deduz-se (10.15). E 


Corolário 10.15 Se len) é um sistema ortonormal em Hº, a série 


oo 


> temer 
k=1 


É convergente qualquer que sgjaxe He. 
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w 
Demonstração. Com x, = 3” (ex X)er e n>m temos 
k=1 


n n 
BioimP= D (epvdell= 5 KepoB=Isa- sl 
a=m+1 k=m+1 
onde 


n 
Sn=) Kep op. 
k=1 


Acontece que (s») é uma sequência de números reais monótona crescente e 
limitada superiormente por |x|º, de acordo com a desigualdade de Bessel. 
Assim, (Sp) é convergente e, portanto, é uma sequência de Cauchy, de modo 
que dado e >0 existe NEN tal que, para todos os n,m > N, 


xa am =Isa-smi<? = Ixy-xm<e. 


Isto mostra que (xp) é uma sequência de Cauchy e, portanto, possui um limite 
emm. U 


Definição 10.16 4 sequência (en) em H é um sistema ortonormal completo ou 
base ortonormal de X se e somente se 
. n 

dim, E ter, Xep=x 10.16 


para todo x e Xº. Neste caso, escrevemos 


o 
x=5 (epxer, 10.17 
ka 


onde os números complexos (ep, x) são chamados de coeficientes de Fourier de x. 
Esta definição estende para espaços de dimensão infinita a noção elemen- 


tar de base ortonormal de um espaço vetorial de dimensão finita, e exprime 
com exatidão em que sentido um elemento arbitrário de um espaço de Hilbert 


pode ser representado como combinação linear dos vetores de base. 
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Teorema 10.17 Cada uma das três afirmações abaixo é condição necessária é suf 
ciente para que o sistema ortonormal S = ter,ez,e3,...) seja uma base ortonormal 
de um espaço de Hilbert He. 

(a) O único vetor ortogonal a todos os elementos de S £ o vetor nulo. 

(b) Para quaisquer dois vetores x,y e Xº vale a relação de Parseval 


(p= (xep)tery). 10.21 
k=1 
(c) Para todo x e He, 
Ix2= 5" KepoP. 10:22 
k=1 


Demonstração. (a) A necessidade é evidente: se S é uma base ortonormal, 
x % O não pode ser ortogonal a todos os elementos de S devido a (10.16). Para 
provar a suficiência, suponha que o único vetor ortogonal a todos os elementos 
de S seja o vetor nulo. A ideia da demonstração é simples: depois da remoção 
de todas as componentes de um vetor qualquer x € .22 ao longo dos elementos 
de S, deve restar o vetor nulo. Considere, portanto, 


n 
YWn=X-D tener, xed. 
k=1 


Conforme o Corolário 10.15, existe y e Xº tal que Jim, Yn = y. Usando 
(10.12) obtemos 


n 
(en) = lim ter Yn) = (ex) — lim Ateu =(enx)- (ep x) =0 
para todo 1, de modo que y = 0 e 
n 
dim, E tepxdep=x. 


k=1 


Isto mostra que S é uma base ortonormal de 2º. (b) Dados x,y e Xº, se S é 
base ortonormal de .4º temos, por definição, 


n n 
dim xn=x e Jim yn =y, onde xy - Acende e yn = A tenner. 
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Levando em conta que 


n n a 
Gnyn= À (epolepenteny)= > (Mevôeuleny) = > (enter) 
kit=1 kl=t k=1 
e usando lim, .oo(XmYn) = (X,)), que fica para você demonstrar no 
Exercício 10.2.1 abaixo, resulta imediatamente a relação de Parseval (10.21), 
Reciprocamente, se vale a relação de Parseval e x é um vetor ortogonal a todos 
os elementos de S, tomando y = x em (10.21) infere-se que [lx] = 0, donde 
x =0. Pela parte (a), conclui-se que S é uma base ortonormal. (c) Por fim, 
(10.22) decorre de (10.21) simplesmente fazendo x = y. Se (10.22) vale e x 
é ortogonal a todos os elementos de S, segue-se que x = 0. Novamente pela 
parte (a), S é uma base ortonormal. E 


ey tua; iitpeso de Hen Xe p pre ques 


ul Bm e (a), 


Os espaços de Hilbert separáveis caracterizam-se por admitirem uma base 
ortonormal enumerável, o que os torna de trato muito mais simples do que 
os espaços de Hilbert não-separáveis. Felizmente, todos os espaços de Hilbert 
que ocorrem na mecânica quântica e na teoria quântica de campos são separá- 


veis. 


Teorema 10.18 Um espaço de Hilbert é separável se e somente se possui uma base 
ortonormal enumerável. 

Demonstração. Se .Zº é separável, seja S = [s1,82,...; um conjunto enumerá- 
vel denso em 4”. Pelo procedimento de Gram-Schmidt, a partir de S obtemos 
o sistema ortonormal correspondente T = (er,e>,.... Suponha que x € He 
seja ortogonal a todos os elementos de T, isto é, x 1 span. Como S é 
denso, existe uma sequência de elementos de S que converge para x. Mas 
qualquer elemento de S é uma combinação linear de elementos de T. Logo, 
existe uma sequência (xn) de elementos de span T que converge para x. Como 
(xa, X) = para todo n, temos IxIÊ = (3,3) = lima oo(Xn, X) = 0, donde x= 0. 
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Portanto, o único vetor ortogonal a todos os elementos de T é o vetor nulo 
e, pelo Teorema 10.17(a), T é uma base ortonormal. Reciprocamente, seja 
T=(ey,e>,...; uma base ortonormal de .X”. Considere a coleção 


R=iney+-+ 'nenlRer,... Rera, Imry,... Imr eQ, Ynen 


de todas as combinações lineares finitas de elementos de T com coeficien- 
tes cujas partes real e imaginária são números racionais. O conjunto R é 
enumerável, pois é uma união enumerável de conjuntos enumeráveis. Seja 
x=5? (ep x)ex um vetor arbitrário de .X”. O método de provar que existe 
um elemento X€ R arbitrariamente próximo de x é idêntico ao utilizado na 
demonstração da separabilidade de 12 (Teorema 10.8), bastando substituir E p 
por tepx). E 


Há diversas formas equivalentes de caracterizar sistemas ortonormais com- 
pletos. O sistema ortonormal S é uma base ortonormal se e somente se é 
total: isto significa que o conjunto de todas as combinações lineares finitas de 
elementos de S é denso em .X, ou seja, spanS = .%º. Outra caracterização: 
uma base ortonormal é um sistema ortonormal maximal, isto é, que não é 
subconjunto próprio de nenhum outro sistema ortonormal de .%º. Vale res- 
saltar, ainda, que é somente para uma base ortonormal que a desigualdade de 
Bessel se transforma numa igualdade. Tudo isso explica o uso da expressão 
sistema ortonormal completo como sinônimo de base ortonormal. Sistemas 
ortonormais completos são também chamados de bases hilbertianas. 

A noção de dimensionalidade de um espaço de Hilbert é um pouco sutil. 
Num espaço vetorial de dimensão finita n munido de produto interno, qual- 
quer base ortonormal consiste exatamente em n vetores e há no máximo n ve- 
tores linearmente independentes. Num espaço de Hilbert, a cardinalidade de 
uma base hilbertiana não é necessariamente a mesma de um sistema maximal 


de vetores linearmente independentes. Por exemplo, os vetores 
Es 2.3 
Xa=(a,aº,4º,..), ae (0,1) 10.23 


ertencem ao espaço de Hilbert 72, pois a série ES. a?” é convergente, e são 
2P n=1 ) 
linearmente independentes, isto é, 
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ma +--+anan=0 

ada+-+azan=0 

3 EE 
DX aixa=0— aut +an=0O => qq=""=a5=0. 
k=1 ata++agan=0 


O conjunto (xa) tem a cardinalidade do contínuo embora qualquer base or- 
tonormal de 12 seja enumerável. A cardinalidade de um sistema ortonormal 
completo é chamada de dimensão ortogonal de um espaço de Hilbert. Esta 
definição faz sentido porque todas as bases ortonormais de um espaço de 
Hilbert têm a mesma cardinalidade (Akhiezer & Glazman 1963, 89). 


Prove qui os. prosa Ma deidosp Por (10.29) são | Tincanhem 


d to te a eba =0 


10.3 Lomorfismo de Espaços de Hilbert 


Como vimos no estudo axiomático dos números reais, o conceito de iso- 


morfismo é de enorme importância na Matemática, pois permite identificar 


diferentes realizações de uma mesma estrutura abstrata. 


Definição 10.19 Dois espaços euclidianos & e & com produtos internos (rh e 
(2, respectivamente, são isomorfos se existe uma aplicação linear bijetiva U : 


&y— & tal que 
Grydi=(WUx,Uyp) Vaneéi. 10.24 


Um mapeamento U com estas propriedades é dito uma transformação unitária de 
& sobre E. 
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Um isomorfismo entre espaços euclidianos, portanto, é uma aplicação li- 
near bijetiva que preserva o produto interno. 


Teorema 10.20 Todos os espaços de Hilbert separáveis de dimensão infinita são 
isomorfos ae, consequentemente, isomorfos entre si. 

Demonstração. Se .º é um espaço de Hilbert separável, pelo Teorema 10.18 
existe uma base ortonormal enumerável ten) em %º. Dado xe Xº, defina 
Ux e !2 de tal modo que sua k-ésima componente seja (ep). À corres- 


pondência assim estabelecida é linear e, de acordo com a relação de Parseval 
(10.21), 


Ca = (Ce) = CD ler = (Ux Uyp. 
é k=1 


Só resta mostrar que a aplicação x— Ux é bijetiva. A injetividade é imediata: 

se Ux = Uy segue-se que (epx-Dy = (UepUlx- y)p =0 para todo 

k, que implica x- y =0 porque fent é base ortonormal. Para provar que o 

mapeamento é sobrejetivo, note que para cada x' = (Epêo,.. Jc 2 a sequência 
n 

(xn) de Xº definida por xy = e $kex é uma sequência de Cauchy. De fato, 


k=1 
se n>m temos 


n 
lxn-xml= 5) 420 para mn oo 
k=m+ 
porque H7º, é kl? é uma série convergente (converge para |x' 16). Logo, 
Xn> x para algum xe Xº e 


n 
tepxhz = lim tepxn) yr = dim, D entered a = Er. 
k=1 


Isto mostra que todo x' e 12 é imagem de um elemento x e Xº,o que completa 
a prova de que o mapeamento em questão é bietivo. E 


Este resultado um pouco surpreendente mostra que todos os espaços de 
Hilbert separáveis são essencialmente idênticos a 2. A mecânica quântica foi 
originalmente descoberta em duas formas completamente distintas. A mecâ- 
nica matricial de Heisenberg (1925) lida com vetores e matrizes em 2, ao 
passo que a mecânica ondulatória de Schródinger (1926) envolve funções e 
operadores em L?(R”). O isomorfismo entre esses dois espaços de Hilbert é 


H 
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a base matemática da equivalência física das duas formulações, demonstrada 
independentemente por Schródinger e Eckart em 1926. Mesmo na teoria 
quântica de campos, que descreve sistemas com um número infinito de graus 
de liberdade, o espaço de estados é um espaço de Hilbert separável, logo 
isomorfo a 2. A despeito disto, realizações particulares de espaços de Hilbert 
separáveis podem desfrutar de características específicas, o que permite a in- 
trodução de estruturas não partilhadas por outras realizações. Isto confere uma 


grande riqueza aos espaço de Hilbert separáveis. 


Teorema 10.21 Um isomorfismo entre espaços de Hilbert separáveis Hº e HO! 
mapeia bases ortonormais em bases ortonormais. 

Demonstração. Denotemos por :,)j e (:»)z os produtos internos em He 
H€?, respectivamente. Se (en) é base ortonormal de Xº e (el) é sua imagem 
sob o isomorfismo, então 


(een = (een = 0x1» 


de modo que fe!) é um sistema ortonormal de .X”. Como todo x e %” 
possui uma única imagem inversa x e” e a imagem de O é 0, de 


(ep = (ex) 


deduz-se que o único vetor de %º' ortogonal a todos os elementos de (eiJéo 
vetor nulo. Pelo Teorema 10.17(a), fe!) é base ortonormal de %”. E 
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Problemas 


10,1. Seja X um espaço vetorial com produto interno. (a) Descreva todos os 
pares de vetores x,y para os quais 


Ilx+ yIIÊ = HxlP + ly. 


O que se pode concluir se X for um espaço vetorial real? (b) Descreva todos 
os pares de vetores x,y para os quais 


lbx+ il = Ixll+ ly. 


10.2. Seja CI0,1] o espaço vetorial das funções contínuas em [0,1], equipado 
com a norma [| fl] = maxxeço,1) |f (x)!. Mostre que esta norma não é induzida 
por nenhum produto interho. Sugestão: encontre um exemplo que viole a lei 
do paralelogramo. 


10.3. Seja w = (wn,tw2,...) com w;>0. Defina 2 (w) como o espaço vetorial 
de todas as sequências complexas x = (E1,62,...) tais que EX, w;lE;|2 < 00. 
Mostre que (x,9) = EX, w;ê;m; define um produto interno em /2(t). Prove 
que, com este produto interno, 12(1w) é um espaço de Hilbert. 


10.4. Se X é um espaço vetorial complexo com produto interno ese x,y € X, 
prove que x 1 y se e somente se |lax+ Byl/2 = Ilaxi]? + ||ByI|ê para todos os 
números complexos a e 8. 


10.5. Exiba uma sequência de vetores (x,) num espaço de Hilbert tal que 
LX Ilxnl < oo mas 8, = Dk, *k não é uma sequência de Cauchy. 


10.6. Seja X um espaço vetorial com produto interno que contém um con- 
junto ortonormal completo finito (x1,...,Xn). Prove que X tem dimensão 
finita. 


10.7. Prove que a norma usual (8.29) em 1º não é induzida por um produto 
interno se p £ 2. Sugestão: encontre um exemplo que viole a lei do paralelo- 
gramo, 


10.8. Seja X um espaço com produto interno. Prove a identidade de Apolônio 


1 Xx+ 
llz= xP + lla= yIÊ = Silo ylfê + 2ita— Sr. 
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10.9. Sejafe,) um sistema ortonormal num espaço com produto interno X. 
Prove que, quaisquer que sejam x,y € X, 

oo 

Ken 2H ten, 991 < Ibelliyil. 

n=1 

10.10. Prove que a sequência de funções fn(x) = n2xe"* converge pontual- 


mente para O em [0,00) mas não converge para zero em 1(0,00). 


10.11. Seja f € L2(R) e considere a sequência (fr) com fa(x) = flx—2n). 
Prove que ( fr) converge fracamente para zero. Sugestão: escreva No = 


So t fyº e use a desigualdade de Schwarz para integrais. 


10.12. Seja (x5) uma sequência num espaço de Hilbert. Prove que se x, Ex 
mas || Xp ||» IlxIl, então xp + x. 


10.13. Seja (xn) uma sequência num espaço com produto interno. Prove que 
se Ilxal| — ||x|l e (xp, x) — (x, x), então xa — X. 


10.14. Seja X um espaço com produto interno. (a) Prove que se a,be XM0) 
ese ã= alljal)? e D = blblf?, então 


Ila— bl] 
Hall HbI" 


(b) Usando o resultado anterior, prove a desigualdade de Ptolomeu: 


llã-bll= 


la-clllb- dils la- blillc- dil+ la ditilb-cll VabodeX. 


10.15. Seja (a,b) um intervalo finito e (Pn) uma sequência ortonormal em 
12(a,b). Conforme o critério de completeza de Dalzell, (pn) é uma base 


ortonormal em Ia, b) se e somente se 


2 b 
(b- a)? El 


Em Higgins (1977) há uma prova disto. Com base reste critério, mostre que 


ty PA aonde ( e) 


,5n 
b-a b-a 


x 2 
[ bn(di] dx=1. 
a 


eimy 
28 e =. m=0,+1,42,... 
v2m 


são bases ortonormais em L2(a,b) e 12(0,27), respectivamente. 
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10.16. Sejam f,:R—C as funções definidas por 


1 (xi)? 
M)=-=—————, n=0,1,2,.... 
ia VT + 
Prove que ffo,f1,f2,...) é um sistema ortonormal em IR). Pode-se provar 
(Higgins 1977) que este sistema ortonormal é completo, isto é, constitui uma 
base ortonormal de L2(R). 


11 


Operadores Lineares 


A teoria dos operadores lineares em espaços de Hilbert é essencial para à 
investigação do arcabouço geral da mecânica quântica, em cujo contexto a 
mecânica matricial de Heisenberg e a mecânica ondulatória de Schródinger 
aparecem como realizações particulares de uma única estrutura abstrata. 


11.1 Operadores Lineares: Definição Geral 


Genericamente, um operador linear é uma aplicação linear entre dois espaços 
vetoriais. Comecemos definindo operadores lineares em espaços de Hilbert. 


Definição 11.1 Um operador A no espaço de Hilbert À” é uma aplicação 
xo y=Ax, xeD(A), ye 


definida no subconjunto D(A) de Xº. O operador A é linear se D(A) é um espaço 
vetorial e 


A(ax+By)=«Ax+BAy, Vx,yeD(A, Vapel. 


O conjunto D(A) sobre cujos vetores a ação do operador A está definida é chamado 
de domínio de A. À imagem ou alcance de A, denotado por Ran(Ã), é o conjunto 
dos elementos y e FÊ tais que y = Ax para algum x e D(A). 


Definição 11.2 Dois operadores A e B são iguais se e somente se D(A) = D(B) e, 
em seu domínio comum, Ax = BX. 


É importante sublinhar que a definição de um operador envolve necessari- 
amente a especificação do seu domínio, e a condição D(A) = D(B) é essencial 
para a igualdade dos operadores A e B, sua desconsideração podendo levar a 
conclusões errôneas. 
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Definição 11.3 O operador B é uma extensão de A se D(A) CD(B) e Ax= Bx 
para todo x E D(A). Neste caso, escrevemos ACBou BD A, 


11.2 Operadores Limitados 


Diferentemente do que ocorre em espaços vetoriais de dimensão finita, em es- 
ç > 

paços de dimensão infinita há duas classes de operadores lineares: os contínuos 

ou limitados, e os descontínuos ou ilimitados. 


Definição 11.4 Um operador À é contínuo em xy E D(A) se para todo e > O existe 
ô>0 sal que 


IAx— Axgll<e sempre que |x-xg|<ô, xe D(A). 
O operador A é dito contínuo se ele é contínuo em todos os pontos de seu domínio. 


O dom io de r éo espaço de Hilbert inteiro e T é é continuo Mrquiijira ú 
Eneias | 


de modo quiês. tomando ô's 
Exa ! «e. ni 


Definição 11.5 Um operador A é limitado se existe C > 0 tal que 


IAxb=<Clx  VYxeD(A). 111 
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A menor constante C para a qual (11.1) é válida é definida como a norma do 
operador A, denotada por | Al. 


Para um operador linear, as noções de limitação e continuidade são equi- 
valentes. 


Teorema 11.6 Um operador linear é limitado se e somente se é contínuo. 

Demonstração. Se A é um operador linear limitado, [4x — Axoll = |A(x — 
xo)I < IAfx — xoll. Portanto, dado e > O basta tomar ô = e/JAI para que se 
tenha Ax— Axo! < € sempre que |x— xo < 6. Como xo € D(A) é arbitrário, A 
é contínuo. Suponha, agora, que A é contínuo. Dado e > 0, a continuidade de 
A em x=0 implica a existência de ô > 0 tal que |Ax| <c para todo x e D(A) 


tal que |xl < 6. Para qualquer x é 0 em D(A), o vetor y = ETET pertence ao 
domínio de A e satisfaz |y| = 0/2 < Ô, donde 


sogtau = [alsia)= tai ce = taxi Gir. 


Como isto vale para todo x £ O em D(4), o operador A é limitado. R 
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- dondê po a . 
2 = 1º ; E 
crê = f ircPar str [ 


Assim, T'é limitado e [TI < 1/3, 


A norma de um operador, da qual temos falado de forma um pouco vaga, 


merece uma definição mais precisa. 
Definição 11.7 4 norma de um operador A é 


Ax 
LA] = dp A = sup JAxl|, 2 
x*0 IX Ix=1 


onde o supremo é tomado sobre os vetores x € D(A). 


Se 4] < 00 0 operador A é limitado; caso contrário, A é ilimitado. O nome 
“norma” de A para |A] é justificado no exercício a seguir. 


; Eseneido u23 Nai j 
k Prove que a aplicação I-Iidefinida por (11,2) é uma normi. incibre pespaço 
“vetotial dos operadores limitados definidos sobre todo o espaço de Hilbert 
o, com A+ B e A dados pelas definições naturais (A+ B)x = Ax+Bx 


He, cido qec. 


Esetnpli 11. 23 

“O operador, do Exemplo 11.2. limitado é sua norma |TI= | yIP. Com 
“efeito, tomando mw =01 jo referido: exemplo vê-se quelPi< Iyê. A 
pótese Tj<l vi: está 'y id o a prova que 


Espaço Dos OPERADORES LIMITADOS 

O domínio e o contradomínio de uma aplicação linear não precisam ser sub- 
conjuntos do mesmo espaço vetorial. Sejam X e Y espaços normados e seja 
T:X— Y uma aplicação linear (chamada usualmente de operador linear) 
definida em X. A norma de T é definida por 
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ETxly 
IF7l=sup—— = sup |Taly. 11.3 
x*0 lxlx xx=1 

Se |T] < oo o operador linear T é dito limitado. A família dos operadores 
lineares limitados de X em Y é um espaço vetorial com a definição natural 
de soma de operadores e multiplicação de operador por um escalar: S+ T 
e AT são os operadores definidos por (S+ T)x= Sx+ Tx e (AT)x = A(Tx). 
Esse espaço vetorial, equipado com a norma (11.3), é denotado por L(X,Y) 
ou 2(X,Y). Quando X = Y, costuma-se escrever simplesmente £(X), em 
vez de Z(X,X). Um resultado interessante é o seguinte: se X é um espaço 
normado qualquer e Y é um espaço de Banach, então .£(X,Y) é um espaço 
de Banach (Problema 11.10). 


ExempLos DE OPERADORES ILIMITADOS 
Quase todos os operadores de interesse físico são ilimitados. 
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Piana uz Pi E 
O operador de posição Qe em f 8 definido; por 


(QN) = xf00; 
com domínio 
DQ=[ferm| E 2 fodas < oo). 


não é limitado. Prove. esta afirmação tona uma sequência (fn) de 
funções norinalizadas do domínio de Q, com a fr n(x) ennceiareada em-torno 
de x = ni, calculando 1Q fal? 


Exemplo 11.25 
O es Qem L2(0,1) é Tiiidis De fato, 


“de modo que Q é limitado e $Q] < 1. Isto mostra aa que 
- definido sobre todos os elementos de HE = TO, E isto é, D(Q) de ae É 


1Qfal= Fa En emde 
Vi 

e j2n+h E ndrã n 
V2n+a  P Sei 


que prova; que sup; p=1Q/ f| não pode ser 1 
logós valem para o operador de po ção e 
quântica, € à espaço de estados de ma parti 
unidimensional de largura b— a. 


Diferentemente do operador de multiplicação Q em 12(0,1), o operador 
diferencial -id/dx não é limitado em 12(0,1) — Problema 11.13. 
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ExrensÃo DE OPERADORES LIMITADOS 
Um operador linear limitado sempre pode ter seu domínio de definição esten- 
dido a todo o espaço de Hilbert sem aumento de sua norma. Se o domínio 


inicial de definição do operador é denso, a extensão limitada é única. 


Teorema 11.8 Seja A um operador linear limitado e com domínio denso num 
espaço de Hilbert Hº. Existe uma única extensão limitada de A a todo o espaço de 
Hilbert, denotada por À, com|Áj=VAI. 
Demonstração. Defina Àx = Ax para todo x € D(A). Se x € D(A), existe uma 
sequência (x) € D(4) com xp — x porque D(A) é denso em 4. Como A é 
limitado, 

1Axy — Axmll< Alm — Xl. 


Segue-se que (Axn) é uma sequência de Cauchy e, portanto, Axn — X para 
algum Xe 4º. Defina Àx = = Jim Axn. Esta definição está bem feita 
—00 
porque não depende da sequência: se (x4,) é outra sequência de elementos do 

domínio de A que converge para x, a estimativa 


LAxa = Axgt= 1AGm — xi) s UAMxo — 245 DAI(Dxo 214 1x4, 21) 
prova que dim Axn= lim Ax),. É imediato que À é linear. Além disso, de 
lÃxi= lim Axy= tim 14xnl< lim (Ala = Ao 
n—00 n-00 n-00 


deduz-se que | Àl < A]. Por outro lado, é claro que JÃI > Al porque D(Ã) = 
H > D(A). Portanto, Al = | 4]. Para demonstrar a unicidade, seja A outra 
extensão limitada de A. Como A! e À são limitados, A! — À é limitado. Seja 
(xn) uma sequência em D(A) que converge para x € %”. Pelo Exercício 11.2.1, 
temos 


A'x-Ax=(A'- Àx= lim (A'- À)x, = lim (A- A)xg=0. 
n—-00 n—0o0 
Como isto vale para todo xe ., segue-se que A'=À. E 


Em virtude deste resultado, de ora em diante suporemos que todos os 
operadores limitados estão definidos sobre todo o espaço de Hilbert. 
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RepreseNTAÇÃO MATRICIAL DE OPERADORES LIMITADOS 
Num espaço vetorial de dimensão finita, um operador linear é univocamente 
determinado por sua matriz numa dada base. É notável que o mesmo se dá 


com operadores /imitados num espaço de Hilbert separável. 


Teorema 11.9 Num espaço de Hilbert separável, um operador linear limitado A é 
univocamente determinado por seus elementos de matriz A;; = te;, Ae;) em relação 
a uma base ortonormal Lent. 

Demonstração. Seja fen; uma base ortonormal de um espaço de Hilbert 
separável. Queremos provar que se (e;, Ae;) = Ajjesex= Lê X;€;, então 
Ax=P% yiei onde y; = »& 1 4ijX;. Para tanto, seja xn = Lia x;e;. Temos 


Am= À apre; 3 E xytendejér= Les 


j=li=l 


onde 
vi = + AjjXj. 


Como Xp — x, segue-se que Axy — Ax porque A é limitado. Portanto, escre- 


vendo 
o 
Ax=y=) yiei, 
i=l 
temos 
n [2º] 
yi= (e, ÃX) = Jim n (ei, 4%) = Jim ny = lim 5 Ajxj= DD Ajx; 
n>00 + 
j=1 j=1 


como queríamos demonstrar. E 


InversO DE UM OPERADOR 

Se o operador (não necessariamente linear) A é injetivo, isto é, associa a 
cada par de elementos distintos de D(A) um par de elementos distintos de 
Ran(4A), então A possui um inverso denotado por A”!, que mapeia elementos 
de Ran(A) em elementos de D(A). Temos Aly =x se e somente se y = 
Ax, com D(A”!) = Ran(A) e Ran(A-!) = D(A). Se A tem inverso e D(A) = 
Ran(A) = %, então AA 1 = ATA-I,ondeléo operador identidade em 
H definido por Ix = x para todo x e X”. Se o operador A é linear, ele possui 
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inverso se e somente se a única solução de Ax=0 é x=0, pois só assim 
fica assegurado que elementos distintos de D(A) são mapeados em elementos 


distintos de Ran(4). O inverso de um operador linear é necessariamente linear 


(Problema 11.1). 


11.3 Convergência de Operadores Limitados 


Em diversas situações um operador limitado A é definido como limite de uma 
sequência (An) de operadores limitados. Em cada caso, é preciso especificar 
em que sentido se tem dim, An = A. Há três formas possíveis de convergência 
de uma sequência (A,) de operadores limitados: 


Convergência fraca: dim (AnX,y) = (AX) Veye df. 
Convergência forte: dim, hAnx— Ax|=0 Vxe, 


Convergência uniforme: lim JA, -4]=0. 
n->00 


convergência uniforme => convergência forte 
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nide a zero se 440. À sequência (4p)-também não conivergê ge ! 
mente (na normiá) para zero porque, como acabamos de ver, |Anll = 
para todo: ni 


Exemplo 11.3.2 à 
- Seja Ana nene se de pese RAM em IT? B: 


f(x) selxen 
selxtzn 


“p= = (ú 


Como 


af ft= fo Pd 


mo; Ay n converge : 
An não: cotivêrge: 
verdade || Ap— Mis 

j suporte está"; 


eos que 1Anf = 4) quando n — oo | 
perador identidade, : No 

para T; De fato, || Ap —Lllisd 
para cada porque Anfi=0 para quo fel 
em do intervalo Cem 
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Am As Cit = 4 AJSC. 


: Como dim, im. Cy = sa fi segue-se que Ap converge uniformemente, ini A, 


Em espaços euclidianos de dimensão finita estas três noções de convergên- 
cia são equivalentes (Problema 11.19). 


11.4 Complementos Ortogonais e Funcionais Lineares 


Um subconjunto M de um espaço de Hilbert .Xº é uma variedade linear 
se a hipótese x,y € M implica ax + By e M para quaisquer a,8 € C. M é 
uma variedade linear fechada se M = M ou, o que dá no mesmo, se toda 
sequência convergente de elementos de M converge para um elemento de M. 
Uma variedade linear fechada de um espaço de Hilbert «4º é, por si só, um 
espaço de Hilbert; em outras palavras, é um subespaço de Hilbert de .%º. 


Definição 11.10 O complemento ortogonal S* de um subconjunto S de um es- 
paço de Hilbert Hº € 0 conjunto 


Si=(xeX|y)=0 VyeS) 114 
dos vetores ortogonais a todos os vetores de S. 


É digno de nota que o complemento ortogonal S* é uma variedade linear 


mesmo que o conjunto de vetores S não seja uma variedade linear. 


Em Rº, um plano passando pela origem é uma variedade linear fechada. 
Dado um ponto p qualquer de Rê, existe um único ponto q do referido 
plano cuja distância ao ponto p é a menor possível. O vetor que liga ga pé 
ortogonal ao plano. Pois num espaço de Hilbert genérico as coisas se passam 


exatamente da mesma maneira. É essa estrutura geométrica simples que torna 
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os espaços de Hilbert muito mais fáceis de lidar do que os espaços de Banach 
arbitrários. 


Teorema 11.11 Seja M uma variedade linear fechada de um espaço de Hilbert HO 
eseja x um vetor de H. Definindo a distância de x a M por d = ABS — xll, existe 
um tnico vetor ye M tal que |y— x] = d. Além disso, o vetor z = Y—x éortogonal 
aM, 
Demonstração. Como 
d=infly-al, 
jeM 


existe uma sequência (jm) de vetores de M tal que 
dim lyn—xl=d 
A lei do paralelogramo (10.9) aplicada aos vetores Jn— x € Jm-— x fornece 
1a + Jm 2202 40 — Fm? =21Pn — xP +21m — aê, 
que equivale a 
+ 
1a PmlÊ =21n = 2424 m — 2 9220 A "ap. 


Como (Ja + Jm)/2 EM, temos 


Jn+ Im Em =x] >d 


de modo que 
1Pn— PmlÊ <21Pp — xP +21Fm — x] — 442, 


No limite n,m — co os termos | — x] e 1m — x!| tendem a d, de modo que 

17 — Ymll tende a zero. Portanto, (Jn) é uma sequência de Cauchy e, como 

M é uma variedade linear fechada, existe y € M tal que lim jm = y. Como a 
n—0o0 


norma é uma função contínua do seu argumento, 
d=limlya-x= lim jy,-xi=Iy-=]. 
A En =xl=] dim Ja xl= ya] 


As evidências geométricas são de que se o vetor z= y — x não for ortogonal à 


M, sua componente perpendicular a M terá norma menor do que a distância d, 
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uma impossibilidade. À fim de pôr à prova a intuição, suponhamos que exista 
um vetor 1 EM com [tw] = 1 tal que (1,2) £ O e façamos z=z, +zy, com 
Z1=2-(u,z)w e zj = (12)w. Temos z, 1 zj por construção, de modo que 


P=jaP=I2+all=|2- (ow + wo. 
Consequentemente, 
Iy-(uzaw-xP=|z-(ujwpB=d-(moP<d?, 


o que é impossível porque o vetor y — (w,z) w pertence a M. Portanto, (w,2) = 
O para qualquer veMeovetorz=y-—x é ortogonal a M, Finalmente, para 
demonstrar a unicidade, suponha que exista j E M tal que d=ly-xh = y-x]. 
Aplicando a lei do paralelogramo aos vetores y— x e j— x resulta 


9 y + 2 
1-2 =2h7-22+20y-xp" a 52 a] <402-44º =0 > y-y1=0, 
dondey=y. E 


Teorema 11.12 Seja M uma variedade linear fechada de um espaço de Hilbert H. 
Então podemos escrever X = Meo ML, isto é qualguerxe HX edaformx=y+z 
comyeMezeML Além disso, esta decomposição de x é única. 

Demonstração. Pelo teorema anterior, dado x € Xº existe um único ponto 
Y€ M caracterizado pela máxima proximidade de x e podemos escrever x = y+ 
(W-W)=y+zcomyeMezeM Sex=y+z' é outra decomposição de 
x com y'eMez'eM, temos que y —-y= 2-2, de modo que j=y'—y 
pertence ao mesmo tempo a M e Mi. Isto significa que f é ortogonal a si pró- 
prio: IP = (4,9) =0 que implica 7 =, ou seja y' = y. Como consequência, 
zZ=z 


Definição 11.13 Um funcional linear num espaço de Hilbert Xº Euma aplicação 
L:H > € tal que 
L(ax+ By) = aLlx+ BLy 1.5 


quaisquer que sejam x,y E X e mBeC. O funcional linear L é limitado (ou 
contínuo) se existe C>0 tal que 


ILx|< Clxl Vxe A. 11.6 
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A norma de 1 é o número real não negativo 


pa 
IL] = sui 11.7 
Ix 12 TER 


ou seja, é o menor número C 0 para o qual (11.6) é satisfeita. 


Exemplo: aa 
Seja xE He um vetor fixo é defina Ly por 


Ley=(1,y) VycdH. 11.8 
O funcional d inear di é finado, pois 


Ley = Ie E faily 


em virtude dá desigualdade de deivaro Pç di p= afen 
«Mp 


O espaço vetorial formado por todos os funcionais lineares contínuos em 
Hº é chamado de espaço dual de .”, denotado por .X”'. Um resultado notável 
devido a F. Riesz, e conhecido como lema de Riesz, teorema de Riesz ou 
teorema da representação de Riesz, caracteriza completamente X”": todos 
os funcionais lineares contínuos num espaço de Hilbert .Z admitem uma 
representação da forma (11.8). 


Teorema 11.14 (Teorema da Representação de Riesz) 4 cada funcional li- 
near contínuo L num espaço de Hilbert Hº corresponde um único elemento xr € JE 
tal que 

Lx=(xpx) VxeX. 11.9 


Demonstração. Para que uma representação da forma (11.9) seja possível é 
necessário que x; seja ortogonal a todos os vetores x para os quais Lx = 0. Isto 
nos leva a considerar a nulidade ou múcieo (“kernel”, em inglês) de L, definido 
por 

Ker(D = (xe A |Lx-0, 


bem como o seu complemento ortogonal Ker(L) + Claramente, Ker(L) é uma 
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variedade linear. Mais ainda, é uma variedade linear fechada porque, se (Xn) é 
uma sequência de elementos de Ker(L) que converge para x, 


Lx= lim Lx,= lim 0=0 > xeKer(l), 
n-0co n—>00 


onde usamos a continuidade de L. Se Ker(L) = .4º então L=0 e basta tomar 
x, = 0. Se Ker(L) £ 4, existe um vetor não nulo y que não pertence a 
Ker(Z) e que, pelo Teorema 11.12, pode ser representado de modo único como 
y=y1+y2, onde y) € Ker(L) e y> € Ker(L)1. O vetor y> não é nulo senão 
teríamos y € Ker(L). Para qualquer x € .%”, note que o vetor z = (Lx)y2 — 
(Ly2)x pertence a Ker(L), pois 


Lz=I((Lx)y> — (Ly)x) = Lxly —LypLx=0. 
Portanto, como > € Ker(L) ., temos 


0 = (72,2) = (Yo, (Lx) yo — (Lyo)x) 


D. 
= Ooo Lx (Lya) 9a) => Le= (DOE, yo,3), 


donde 


Lx=(x,,x) com «x,= dt y2. 
Iyzll 
Quanto à unicidade, suponha que Lx = (xp,x) = (x,,X). Neste caso, (xp — 
X,+X)=0 para todo x € º. A escolha x = xy — x, dá lugar a [xy — xP =0 
queimplicax,=x,. 


Na notação de Dirac, um vetor x € .%º é um Xet |x) e um funcional linear 
limitado L é um bra (x, |. O produto interno (x, |x) = (xy,X) é visto como o 
resultado da ação de um bra (funcional linear contínuo) sobre um Xet (vetor). 
O teorema de Riesz estabelece uma correspondência biunívoca entre bras e 
kets. Apesar de sua grande praticidade, a notação de Dirac padece de certos 
defeitos e às vezes obscurece o significado de operações matemáticas básicas, 


podendo gerar ambiguidades e mal-entendidos (Gieres 2000). 
Definição 11.15 Uma aplicaçãos: Hx H —C E uma forma sesquilinear se 


s(ajx] + 02x2,)) = 01 s(X1,Y) + Mos(xo,Y), 
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say +42 y2) = eis(x,y1) + aos(x,y2) 


quaisquer que sejam a,ã2 €T e XXX) YLY2 E MO. A forma sesquilinear s é 
dita limitada se existe C > 0 tal que 


Istx,9)l = Clilxllly]! 11,10 
para quaisquer x,y EX. 


O teorema a seguir é uma consequência direta do teorema da representação 
de Riesz, e sua demonstração é deixada como um exercício (Problema 11.4). 


Teorema 11.16 Ses é uma forma sesquilinear limitada, de modo que (11.10) se 


verifica, então existe um único operador linear limitado A tal que 


Lo =(Afg). 
Além disso, ||Al|< C. 


11.5 Princípio da Limitação Uniforme 


Encerremos este capítulo com o teorema de Banach-Steinhaus, um dos pilares 
da análise funcional. Suponha que (An) seja uma sequência de operadores 
lineares limitados de um espaço de Banach X num espaço normado Y. Pode 
acontecer de a sequência numérica (|| Anxlly) ser limitada para todo x e X. 
Isto significa apenas que para cada x € X existe My > 0 tal que || Anxlly < My 
para todo n EN. Permitindo que x percorra X, o conjunto dos números My 
poderia não ser limitado superiormente. O teorema de Banach-Steinhaus, 
também conhecido como princípio da limitação uniforme (“uniform bounded- 
ness principle”), assegura que existe um M finito tal que My = M para todo 
xe X com lixlxy <1. 


Teorema 11.17 (Banach-Steinhaus) Dados um espaço de Banach X e um es- 
paço normado Y, seja (An) uma seguência de operadores lineares em L(X,Y) tal 
que a sequência numérica (|| Anxlly) é limitada para cada x e X. Então a sequência 
(LApxily) é uniformemente limitada na esfera unitária Sy = (xe X||xllx < 1) em 
X, isto é, existe M > 0 tal que 


HAnxlly <M para todo neN etodo xe X com Jxlx<l. 11.11 
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Eguivalentemente, 
HApxlly < Mixx para todo neN etodo xe X. 11.12 
Demonstração. Como já veremos, basta provar que existe C > 0 tal que 
1Anxily = €C 11.13 


para todo n E N e todo x pertencente a alguma bola aberta B(xo,r) = (x € 
XIlx— xollx < 7). Suponha que isto seja falso, isto é, que em qualquer bola 
aberta B(y,s) em X não se tem a desigualdade (11.13) satisfeita para todo par 
(n,x) com ne Ne x€ B(y,s). Neste caso, em toda bola aberta existe x, tal 
que ||Ap; X1lly > 1 para algum ny EN. Como a função f: X — R definida por 
FG) = An xIly é contínua, existe uma bola B1) com centro em x € raio 
menor que 1 tal que 


1Amxlly>1 para todo xe BD, 


Como (|| Anxlly) não é uniformemente limitada em B!?, a repetição do argu- 
mento anterior leva a concluir que existem xp € BD e m EN, com np > ny, 
tais que || An, x2]ly > 2. Por continuidade, existe uma bola B2 c BD com 
centro em x e raio menor que 1/2 tal que 


AnpxIly >2 para todo xe B2, 


Prosseguindo desta maneira, constrói-se uma sequência BU > B8 5 B8 5 
--- de bolas encaixadas tais que 


HAnexlly >k para todo xe pt 7 


onde B!9 é uma bola centrada em Xk com raio menor que 1/k. Por construção, 
a sequência (xy) é tal que, para n> m, 


1 
lxn— Xmlx<—, 
m 


ou seja, (Xn) é uma sequência de Cauchy. Portanto, (xp) converge para algum 
elemento Xe X que é ponto interior de todas as bolas, isto é, 


oo 
ten Bt, 
n=1 
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Isto nos leva a concluir que 
HAnçlly > k para todo kem. 


Segue-se que (Il An, Xlly)p., não é uma sequência limitada, o que nega a 
hipótese do teorema. Pela contrapositiva, fica estabelecido que a sequência 
(Il Apxlly) é uniformemente limitada em alguma bola B(xo,r) = [xe X|lx— 
xollx < 7% isto é, 


HApxlly <C, xe B(or), nen. 


-.2.. - , r 
Mas se y pertence à esfera unitária $1, isto é, se Ilylix = 1,0 vetor X= Xp + 3 y 


pertence a B(xg,r). Assim, explorando a linearidade de A,, podemos escrever 


amy=2 An[30+ 53) Anão 


donde, tendo em vista que Xp € B(Xo,7), 
2 4€ 
NAnyily 55 [NNAnxly +Anxolly|s O =M 


para todo y € X com Ilylx < 1, o que completa a demonstração. R 


Observação. Este princípio de limitação uniforme permanece válido se, em 
vez de uma sequência de operadores lineares limitados, tivermos uma coleção 
de cardinalidade arbitrária Ty composta por operadores limitados de um 
espaço de Banach X num espaço normado Y com supç Ty xly < co para 
cada xe X (Bachman & Narici 2000, Seção 15.2). 


O teorema de Banach-Steinhaus tem importantes consequências para a 
mecânica quântica, como veremos no próximo capítulo. Ântes, porém, só 
para aquecer os músculos, vejamos uma aplicação simples deste teorema a 


sequências fracamente convergentes em espaços de Hilbert. 


Proposição 11.18 Seja (x) uma sequência fracamente convergente num espaço 
de Hilbert H. Então (xn) é limitada, isto é WXnl<M para algum M>0. 

Demonstração. Seja (x,) uma sequência fracamente convergente em X” e 
considere os funcionais lineares Ly definidos por Ly = (Xp, Y) para qualquer 


yEXH. A sequência (Ly) é limitada porque, por hipótese, é uma sequência 


H 
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convergente de números complexos: |Lny| < My. Pelo teorema de Banach- 
-Steinhaus, existe M > O tal que |Ln y| < MIly| para todo ne Ne todo ye A. 
Tomando y = x, resulta |xn|2 = |Lnxnl< MIX, donde Ixnl<M. 


Leituras Adicionais Selecionadas! 


Akhiezer, N. I. e Glazman, 1. M. 1963 Theory of Linear Operators in Hilbert 
Space. 

Kreyszig, E. 1978 Introductory Functional Analysis With Applications. 

E. Prugovecki, E. 1981 Quantum Mechanics in Hilbert Space. 

Teschl, G. 2009 Mathematical Methods in Quantum Mechanics. 


Problemas 


11.1, Se A é um operador linear num espaço vetorial arbitrário e A”! existe, 
Pp paç 
prove que A”! é um operador linear, 


11.2. Seja A um operador linear definido em todo o espaço de Hilbert com- 
plexo .%º. Prove que se Ax L x para todo x € .X”, então A = 0. Mostre que 
Ax | x não implica A = O num espaço de Hilbert real. Sugestão: considere 
um operador de rotação num plano. 


11.3. Sejam X e Y espaços normados. Prove que um operador linear A: X — 
Y é limitado se e somente se mapeia conjuntos limitados de X em conjuntos 
limitados de Y. 


11.4. Prove o Teorema 11.16. 


11.5. Considere a forma sesquilinear 


mra=[ ([ Foa[ emaras 


em L?(0,1). Prove que B é limitada e encontre o operador linear associado A. 
Sugestão: integração por partes. 


- À lista completa de referências, com plenos detalhes bibliográficos, encontra-se na Bibliografia 


no fim do livro. O símbolo * destaca obras cuja leitura é altamente recomendada. 
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11.6. Seja 
fo) = >. An” 
n=0 


uma série de potências com raio de convergência R > 0. Seja A um operador 
linear limitado num espaço de Banach X com I|A]|< R. (a) Prove que 


FA = 5 anA” 
n=0 


oq 
existe e define um operador linear limitado com || f(A)|| = y lan AI”. 
n=0 
Indicação: basta mostrar que para todo x € X a sequência de somas parciais 
n 
(fu (A)x) com fa(A)x = x ap A x é uma sequência de Cauchy. (b) Quando 
k=0 


an =1 para todo ne ||Al|<1,a série correspondente 
HA=I4A4 24 A+... 


é conhecida como série de Neumann. Prove que, neste caso, a série de 

Neumann representa o operador (=). Prove, ainda, que IU=AIIs (1 — 
1 

Am”. 


11.7. Seja feniS., uma base ortornormal num espaço de Hilbert e seja 4 o 
operador linear definido por Aen = en/n para todo ne N. (a) Prove que A é 
limitado e determine sua norma. (b) Mostre que A existe mas não é limitado 


e especifique o seu domínio. (c) Prove que o operador A não é sobrejetivo. 


11.8. Seja A um operador linear positivo, isto é, (Ax,x) > O para todo x € 
D(A). Prove que (A-AND existe se À <0. 


11.9. Seja a = (an)£., uma sequência de números complexos e denote por cy 


o espaço das sequências que convergem para zero, isto é, 
co=fal lim ap=0). 
Fi--00 
(a) Prove que co é um espaço de Banach com a norma do supremo: 


lali = suplanl. 
neN 
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(b) Suponha que (An? € e considere o funcional linear A: co — € def- 
nido por 


Do 
Aa= 5 Ann. 
n=1 


oo 
Prove que A é limitado e |jAI| = õ |Anl. Sugestão: prove uma desigualdade 
n=1 
ara a norma de A e, em seguida, com À, = |Anle'?r, considere as sequências 
P , gu q 


AB = (6 1N,2182,...,6%,0,0,0,..1. 


11.10. Seja Z(X,Y) o espaço das aplicações lineares limitadas de X em Y 
com a norma (11.3). Prove que se Y é um espaço de Banach, então Z(X,Y) 
é um espaço de Banach. 


11.11 Sejam Ly e Lp funcionais lineares definidos em L2(0,1) por 


1 | 
nf= | fivnar, Laf= | fude. 


(a) Ambos são limitados? Se algum deles for limitado, determine sua norma. 
(b) Estes funcionais lineares são limitados quando definidos em C[0,1] com a 
norma do supremo? 


11.12. Considere o operador linear definido em 12(0,1) por 
1 x 
AP) = = (dt, O<x<l. 
(APL Edo f 
Este operador é limitado? 


11.13. Prove que o operador diferencial -id/dx em L?(0,1) não é limitado. 


11,14. Prove que qualquer aplicação linear entre dois espaços vetoriais de 
dimensão finita é limitada. Informação útil: num espaço vetorial de dimensão 


finita todas as normas são equivalentes. 


11.15. Seja fe] uma base ortonormal num espaço de Hilbert .X?. (a) Dada 
uma sequência de números complexos (Aq), seja Ao operador linear em 7/44 
definido por 
oo 
Ax= > Anten Xen- 


n=1 
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Prove que A é limitado se e somente se a sequência (A) é limitada. (b) 
Determine a norma de A no caso em que a sequência (À) é limitada. 


11.16. Prove que se M é uma variedade linear fechada de um espaço de 
Hilbert se e somente se (Mh)t = M. 


11.17. Prove que a variedade linear 
Do 
Xn 
M=ix=(xx,.. JePIS 2-0 
t Eu) 


é fechada em [2, Sugestão: note que a condição sobre o vetor x pode ser escrita 
como um produto interno. 


11.18. Seja X um espaço de Banache 4: X — Y um operador linear limitado. 
Suponha que existe m > O tal que || Axlly > mllxllx para todo x € X. Prove 
que Ran(A) é uma variedade linear fechada de Y. 


11.19. Prove que, num espaço vetorial de dimensão finita com produto in- 
terno, as três noções de convergência de operadores — fraca, forte e uniforme 
— coincidem. 


11.20. Seja A .Z(X) uma bijeção. Prove que 


A = info AFI). 
feXAfIl=1 
Comentários: (1) Se o segundo membro da igualdade acima for nulo, entende- 
-se que ||A"H| = 09, isto é, AI não é limitado. (ii) Se X é um espaço de 
Banach, o teorema da aplicação aberta (open mapping theorem) garante que 
A! é limitado sempre que À é uma bijeção limitada. 


11.21. (a) Mostre que [| ABI] < || AI|||B|l quaisquer que sejam 4,B e .Z(X). (b) 
Prove que a multiplicação de operadores limitados é contínua relativamente 
à convergência uniforme: de Ap — A e Ba — B resulta que A, By — AB no 
sentido de convergência uniforme. 


11.22. Seja Ac L(X,Y). Prove que Ker(A) é fechado. 
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11.23. Dada a função contínua K : [0,1] x [0,1] = €, considere o operador 
integral 


1 
acpto= [ K(x,y) fly dy. 


Prove que IK é limitado tanto em X = C[0,1] (com a norma do supremo) 
quanto em X = 72(0,1). 


11.24. Seja A:X — Y uma aplicação linear. (a) Se AL existe, prove que 
o conjunto de vetores (Axy,...,Axny é linearmente independente em Y se 
o conjunto (x1,...,Xn] é linearmente independente em X. (b) Se dim X = 
dimY =n<oo, prove que AT! existe se e somente se Ran(A) = Y. (c) Seja X 
o conjunto das funções infinitamente diferenciáveis em R e defina A:X — X 
por (Ax)(t) = x'(1). Prove que Ran(A) = X mas A”! não existe. 


11.25. Considere os operadores S e T definidos em C[0,1] por 


1 
(Sx) (1) = | x(s)ds, (Ti)() = Ex(d). 


Estes operadores comutam? Encontre |ISII, TH, [ISTI] e [IT'SII. 


11.26. Determine a norma do funcional linear L definido em I2(R) por 
0 oo 
Lr= [ ertodx- [ e*fo)dx. 
-—o0 0 
11.27. Seja T: CIO] — CIO] o operador definido por (TAG) = 


A est f(t)dt. Prove que T é limitado e |]Til=e—1. 
0 q 


11.28. Seja g um elemento não nulo de L2(0,1) e A o operador linear em 
12(0,1) definido por 


Af=g|] “ga 
q 
(a) Especifique o domínio de A. Encontre um elemento f € I2(0,1) que não 
pertença ao domínio de A. (b) Prove que A não é limitado. 


11.29. (a) Sejam .” um espaço de Hilbert e a,b € Xº M0) com a 1 b. Seja 
T:ÃH€ — H o operador definido por 


Tx=(bxya+taxob. 
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Calcule ||T]]. (b) Calcule ||7]| para o operador T:12(0,7) — L2(0,7) definido 
por 


x x 
(TAG) = sen [ cost fl) dr+cosx [ sentf(y)dt. 
(o) 0 


11.30. À variedade linear M em L2(-1,1) definida por 


1 
M= trercini f feax=o) 


é fechada? Determine M-. 


Ee 


Operadores Simétricos, 


Autoadjuntos e Unitários 


O estudo detalhado dos operadores autoadjuntos e unitários justifica-se pelo 
papel crucial que desempenham na mecânica quântica. Começaremos discu- 
tindo as principais propriedades dos operadores simétricos, pois estes servem 
de ponto de partida para a construção dos operadores autoadjuntos. 


12.1 Operadores S imétricos 


Os operadores simétricos são conhecidos pelos fisicos como operadores her- 
mitianos. 


Definição 12.1 Um operador linear A é simétrico.se D(A) é denso em He 


(Ax,y)=(%Ay) VxyeD(A. 12.1 
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Exemplo 12.12 
O operador de momento linear P = =ididx ém 128) com domínio 
“DP = 4, ônde 7 é o espaço de Schwartz das funções infinitamente. 
diferenciáveis de decréscimo rápido, é simétrico. Com efito, se fg E 
D(P), uma integração por partes fornece j 
DO 


erg- f 


bacacd 


Petas» iTiaigto = ÇE FOJe de= (1.26) 


poique fl) e go) tendeini a zero pará x =» oa, Pode-se provar que b 
domínio Dri é Pé é denso em IR). 


Definição 12.2 Um elemento x £ O é um autovetor do operador linear A com 
autovalor ÁEC se xe D(A) e 


Áx= A. 12.2 


Exercício 12.1.1 
“Dado um gperador simétrico, prove que: (a) seus autovalores são! neçes- 
; Sariamente: reais; (b) seus autovetores com autoválores distintos são: Oro 
Mogorais. 


Conforme acabamos de ver, os operadores Q e P em L2(R) são simétricos. 
Grandes dificuldades seriam evitadas caso seus respectivos domínios pudes- 
sem ser estendidos a todo o espaço de Hilbert sem perda da propriedade de 
simetria. Infelizmente, em consequência de não serem operadores limitados, 
eles não podem ser definidos sobre todo o espaço de Hilbert. 


Teorema 12.3 (Hellinger-Toeplitz) Um operador simétrico definido sobre todos 
os elementos de um espaço de Hilbert é necessariamente limitado. 

Demonstração. Seja A simétrico e definido sobre todo o espaço de Hilbert 
X. Suponhamos que A não seja limitado. Então existe uma sequência (Yn) 
de elementos de .Xº com Ilyn]=1 e 14y,]| — 00. Com efeito, 3y, € %€ com 
Iyfl=1elAyl>1, senão A seria limitado com IA] < 1; Iy E com 
lyz=1 e 14y2]>2, senão A seria limitado com ||AI < 2; e assim por diante. 
Defina a sequência de funcionais lineares (L,) por 
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Lax = (AYn,X) = (Ym AX). 


Por um lado, 
Enxl=KAyn 0 < Ayala, 


de modo que cada funcional linear Ly é limitado. Por outro lado, 
Lnxl =KYn, AO < ya Az] = 14x, 


de modo que a sequência numérica (|Lnx|) é limitada para cada x e .X”. Pelo 
teorema de Banach-Steinhaus, existe M O tal que 


HLnxl < MIxll para todo xe Xº. 
Em particular, para x = Ayn, temos 
IAynIÊ = La(Ayml < MIAyad 


que implica 
IAynlsM, 


em contradição com 1Aynll — oo para n — oo. Isto completa a demonstra- 
ção E 


Este teorema é um fonte de dores de cabeça na mecânica quântica. Os 
operadores associados a grandezas observáveis devem ser simétricos! para 
que seus autovalores sejam reais. Como praticamente todos os operadores da 
mecânica quântica são ilimitados, o teorema de Hellinger-Toeplitz mostra 
que eles não podem ser definidos sobre todo o espaço de Hilbert. Torna-se 
inevitável especificar o domínio de cada operador ilimitado que ocorre na 
mecânica quântica. O máximo que se pode exigir é que cada operador simé- 
trico ilimitado seja definido num domínio denso de .X”. Diremos, neste caso, 
tratar-se de um operador densamente definido. Problemas com domínios 
podem dificultar operações tão simples quanto soma ou produto de opera- 
dores. Por exemplo, se C = A+ BB, então D(C) = D(A) nD(B), ao passo que 
C = AB só está definido no domínio D(C) = D(A)nRant(B). Mesmo que Ae B 


1. Veremos que cles precisam ser mais do que simétricos, eles têm que ser autoadjuntos. 
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sejam densamente definidos, D(C) não é necessariamente denso e, em certos 
casos, pode até reduzir-se ao vetor nulo (Perlman 8& Troup 1969). A situação 
torna-se mais favorável em dois casos: (a) quando existe um domínio denso 
comum aos dois operadores e que permanece invariante sob a ação de ambos 
os operadores; (b) quando um dos operadores é limitado e, portanto, está 
definido sobre todo o espaço de Hilbert. Neste último caso, se B é limitado 
então C = A+B está definido em D(A), que é denso, enquanto C = AB só 
está definido no domínio D(A) n Ran(B), que não é necessariamente denso. 
Quanto ao primeiro caso, em UR), por exemplo, o espaço de Schwartz 4 
das funções infinitamente diferenciáveis de decréscimo rápido forma um do- 
mínio denso e invariante para os operadores Q e P. Qualquer potência de Q 
ou P aplicada a um elemento de .4 é outro elemento de .?. Em particular, se 
V(Q) é um potencial polinomial o operador hamiltoniano H = P2/2m+ V(Q) 
está bem defindo no domínio .7. 


Em face de sua importância, encerremos esta seção com uma caracteriza- 
ção dos conjuntos densos que nos será muito útil no futuro. 


Teorema 12.4 Um conjunto de vetores Sc Xº é denso no espaço de Hilbert HO 
se e somente se o único elemento de Xº que é ortogonal a todos os elementos de S é o 
vetor nulo, 

Demonstração. Se S é denso em X exe X é ortogonal a todos os elemen- 
tos de S, tomando uma sequência (x,) de elementos de S que converge para 
x deduzimos 

Ix|Ê = lim (5,2) = lim 0=0, 
n—00 R—00 


donde x = 0, Reciprocamente, suponha que o vetor nulo é o único vetor 
ortogonal a todos os elementos de S. Como S € S,sex LS segue-se que x 1 8, 
donde x = 0. Portanto, o complemento ortogonal se S é composto somente 
pelo vetor nulo: s! = 40:. De acordo com o Teorema 11.12, H = Jos =8. 
Portanto, Sédenso. E 


12.2 Adjunto de um Operador Linear 


Operadores apenas simétricos não satisfazem todos os requisitos para repre- 
sentar uma quantidade mensurável na mecânica quântica. A exigência, mate- 
maticamente impossível, de que exista uma base ortonormal de 2 constituída 
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por autovetores de qualquer operador A associado a uma grandeza mensurável 
é concretizada de modo matematicamente preciso na representação espectral 
de A garantida pelo teorema espectral. Mas para isto, como veremos, não basta 
ser simétrico: o teorema espectral só se aplica se A é igual ao seu adjunto. 


Definição 12.5 Dado um operador tincar A densamente definido num espaço de 
Hilbert Hº, seja D(A*) o conjunto dos vetores y e X para os quais existe Y« € He 
tal que 

Go) =(WAx) VxeD(A. 12.3 


Para cada y € D(A*) definimos A*y = ye. O operador finear A* é chamado de 
adjunto de A. 


De acordo com esta definição, o operador adjunto é tal que 
(Ay) = (AX) VxeD(A,Vye DA. 12.4 


O domínio de A* não é vazio porque, na pior das hipóteses, o vetor nulo 
pertence a D(A*). Além disso, A* está bem definido porque, se existe, Yy 
é univocamente determinado por y. De fato, se y+ € jx correspondem ao 
mesmo y, temos 


Gu Po) = AO Ax=0 VxeD(A, 


donde, como D(A) é denso, y+ = js em virtude do Teorema 12.4. Por fim, 
A* é efetivamente um operador linear: se y = 0)! + a» y2 com yD,yZ e 
D(A*) e q,,a42€C€C, temos 


(4,40) = 03 (pl, Ax) + mat, Ax) 


=m0D,9+mÔ(g2,2% = (ay + ay, 


para todo x € D(A4), donde 


(D +. XD) 


= A'y=0yD+ray=aA'yD razA'y2. 


Ay ray 
Deve-se ressaltar que o domínio de A* não é necessariamente denso e, em 
casos extremos, é possível que se tenha D(A*) = (0). Por outro lado, como 
mostra o exercício que se segue, o adjunto de A só existe se À é um operador 


linear com domínio denso. 
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Eu Ea Ta vxel 


a 
im e ij 


apito joimanão 1 an= =Je “rs =0 pára kz h, resulta po 


“man o TO (Bio B Bo a 
Ty=yar Quraira. a Ba, Bay...) 


cando, áisim, determinado o adjuntó de T; om DET = 2. 


Um operador simétrico tem uma estreita relação com o seu adjunto. Se 
A é um operador simétrico e y € D(A), tem-se (Ay, x) = (y, Ax) para todo 
xe D(A). Logo, ye D(A*) e A*y= Ay. Consequentemente, D(A) c D(A*) e 
A*y= Ay para todo y € D(4), de modo que A* é uma extensão de A: tem-se 
Ac A* sempre que A é simétrico. 


Definição 12.6 Um operador A (não necessariamente linear) é dito fechado se 
goza da seguinte propriedade: se a sequência X1,X2,X3,... E D(A) converge para 
xEeXHesea sequência de imagens Ax1,AXp,AX3,... converge para y e X, então 
xe D(A) e Ax=y. 


À diferença entre operador fechado e operador contínuo é que, para este 
último, a convergência de (x,) € D(A) para um elemento x € D(A4) implica a 
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convergência da sequência (Axy); se A é apenas fechado, a convergência de 


(Xn) não implica a convergência de (Axn). 


Teorema 12.7 O adjunto A* de um operador linear A é fechado. 
Demonstração. Seja (yn) € D(A*) uma sequência convergente para y e 
e suponha que a sequência (A yn) converge para z e X”. Então, para todo 
xe D(A), 

(2,2) = lim (Aºyn,2) = lim (ns AX) = (9, 43), 


istoé, yeD(A)eA'y=2. E 


Se um operador A não é fechado, pode-se tentar estender o seu domínio 
de modo a obter uma extensão fechada À da seguinte maneira: se x € D(A) 
mas existe uma sequência (xn) € D(A) tal que x, > x € AXn > Y, defina 
Ax = y. Para que isto funcione é preciso que, dada qualquer outra sequência 
(x!) em D(A) tal que x), — x, tenha-se Ax, = y. Para operadores lineares, é 
fácil verificar que a seguinte condição é equivalente: sempre que (xn) € D(A) 
satisfaz xp — 0 € Axn — Z, tem-se z = 0. Um operador linear A com esta 
propriedade é dito fechável, pois admite a extensão fechada À, chamada fecho 
de A, construída pelo método indicado. 

Frequentemente é necessário considerar extensões de operadores. Um re- 
sultado simples, porém importante, explicita a relação entre o adjunto de uma 


extensão do operador e o adjunto do operador. 


Teorema 12.8 Se ACB então B*c A*. 
Demonstração. Seja B uma extensão de A. Se x e D(Bº), 


(B'x,y)=(x,By) VycD(B) — (B'x,y)=(x,4y) Vy e DIA). 
Por conseguinte, xeD(A*)e Atx=Btx. E 


Em palavras: se o domínio de um operador é ampliado, o domínio do 
adjunto do operador é reduzido. 


Teorema 12.9 Todo operador simétrico possui uma extensão simétrica fechada, a 


saber: A**. 


364 Convrre À Física MATEMÁTICA 


Demonstração. É evidente que A** é fechado, pois é o adjunto de A*. 
Verifiquemos que A** é extensão de A: se x € D(A), para todo y E D(A*) 
temos tx,A*y) = (Ax,y), o que mostra que xe D(A**) e A**x = Ax. Resta 
provar que A** é simétrico. Se A simétrico, Ac A*. Recorrendo ao “Teorema 
12.8 deduzimos, sucessivamente, A** C At e Af*c A***, o que nos permite 


escrever 


(Ay) = (A xy) = (2, AE y) 
quaisquer que sejam x,y e D(4**). E 


Em virtude deste teorema, todo operador simétrico pode ser suposto fe- 


chado. 


Exercício 1222 a 
a Até um operador fechado pos 
O : it ji ' 


Teorema 12.10 Se A um operador limitado definido em todo o espaço de Hilbert 
HO, então A* é um operador limitado definido em todo o espaço de Hilbert e 
NA = HA 

Demonstração. Defina o funcional linear L por 


Lx=(yAx) Vxex 
onde y e é um elemento fixo. Como 
ILxl sy AX] = Iy ANTI, 


L é limitado. Pelo teorema da representação de Riesz, existe um único VC 
tal que Lx = (y.,x), ou seja, 


o =(GAX VxeX. 


Portanto, ye D(A*) e A*y= y,. Como ve é arbitrário, D(A*) = 4º. Para 
provar que A* é limitado, considere 


KA 2) = (3, A] = y VAI) 
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e escolha x = A* y para obter 
TAS yIÊ <yIMAMA pI. 


Assim, 
4º yl-s Ay, 


o que prova que A* é limitado e | A*|| < |4]. Invertendo os papéis de A e Ate 
repetindo o argumento anterior resulta || Al < |4*|. Portanto, JA*|= AI. 


Alerta. Ao contrário do que quase todos os textos de mecânica quântica 


sugerem, somente a propriedade (iii) do Exercício 12.2.3 vale para operadores 
arbitrários. As demais valem irrestritamente apenas para operadores [limitados 
e são, em geral, falsas para operadores ilimitados devido a problemas associa- 
dos à especificação dos domínios dos operadores envolvidos. 


Teorema 12.11 Se À é um operador linear limitado, então |A* Al = IAIÊ. Se À 
possui um inverso AL fimitado, então A* possui um inverso limitado e (ATI = 
(Ar. 

Demonstração. Lembramos que operadores limitados sempre podem ser con- 
siderados definidos sobre todo o espaço de Hilbert. De ANT = AlA=] 
deduz-se imediatamente (Exercício 12.2.3) 


(ADEASS AMA =It=I, 
ou seja, (A')” I=(A-!)*. Quanto à primeira parte do teorema, note que 
FA* Axj SA Anti = AP Id, 
donde |LA* A] < | AfÉ, onde usamos o Teorema 12.10. Por outro lado, 


[Ax|Ê = (Ax,Ax) = (A* Ax,x) < 14º AQ, 
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donde 
2 
14º Al= sup 14º Ax| > sup JAxj2= [sup 1AxI) =14IÊ, 
lx]=1 Ixi=1 =x]=1 


o que completa a demenstração. E 
q p ç 


12.3 Operadores Isométricos e Unitários 


Os operadores isométricos e os operadores unitários, especialmente estes últi- 
mos, desempenham um papel fundamental na mecânica quântica. 


Definição 12.12 Um operador linear U de um espaço de Hilbert H4, no espaço de 
Hilbert À (com Produtos internos (,)1 e (, “2, respectivamente) é isométrico se 
D(D) = Hj e 

Us Up = Vereda. 12.5 


Se Ran(U) = 46, de modo que U é uma bijeção, diz-se que U éunitário. 


Note que se U: %j — X% é unitário, então UT: — 44 também é 
unitário e tem-se (U lx, U-'y = (x, Y)> para todos os x,y e MS. 


“Esenipio n. 31 pi É 
“O operador 7: 2 P introduzido no Presiplo 12,24 é isonttrico ' 
“porque (Ex, Ty= $x,Y) para todos os x, y.€ 12. Nenhum yetor de 2º com, 

à primeira Componente diferélics de zero Testei, a Ran(r), logo r não , 
véi unitário. 


Piecálido 12. 3; a : 
, Mostrg que U 26 > E é isométrico-se e sómente sé: sé JUxh silo: para: 
“ tódo xi€ EM ) Sugestão: calcule (Ux + 3), Uta +) e4U: (x + iy), Ux + 


Teorema 12.13 Um operador linear U: Hº — Xº definido em todo o espaço de 
Bilbert Hº é unitário se e somente se 


UU=UUt=I, 126 


isto € se e somente se U 1 = U*. 
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Demonstração. Se U é unitário, de (x,7) = (Ux,U3) e Ran(U) = infere-se 
que D(U*) =X e U*Ux= x para todo x e .X”. Além disso, de Ran(U) = 
deduz-se que em 


(Ux, y) = (x, UÍy) = (Ux, UU" y) 


Ux percorre todo o espaço de Hilbert .X”, o que exige UU* y = y para todo 


y€ Xº. Portanto, a equação (12.6) é satisfeita. Reciprocamente, se (12.6) é 
válida, temos UT! = U* donde Ran(U) = D(UT)) = D(U*) = 4º. Além disso, 
(Ux,Uy) = (U*Ux,y) = (x,)), de modo que o operador U éunitário. E 


368 Convrre À Física MATEMÁTICA 


Num espaço vetorial de dimensão finita não há distinção entre operadores 
isométricos e unitários porque a equação U*U = I implica UU* = [ e vice- 
-versa. Isto não é verdade num espaço de Hilbert de dimensão infinita, e 
pode-se ter U*U =I mas UU* 41. SeU*U=To operador U é isométrico, 
e em espaços de Hilbert de dimensão infinita há operadores isométricos que 
não são unitários. Exemplos de relevância física são os operadores de Meller 
(Meller wave operators”) O. que ocorrem na teoria do espalhamento. Tanto 
OQ. quanto O. são isométricos, mas quando há estados ligados nenhum dos 
dois é unitário (Taylor 1972, Cap. 2). 


Pp 


é pane ciiç, isto é | 


emetri amelite ae de' ma sobe funiçã n ; db) 


+ a dalTagr= (50 paes, 


Uma das mais importantes características dos operadores unitários é a de 
serem os executores da transição de uma base ortonormal para outra. 
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Teorema 12.14 Se U é um operador unitário e (enk é base ortonormal de H, 
então (Uen) é base ortonormal de H. Reciprocamente, se ten) e teb) são bases 
ortonormais de Hº, existe um operador unitário U tal que e, = Uen para todo 
nen. 

Demonstração. Se U é unitário, (Ver, Uep = (ep ey = 6x, de modo 
que fUen] é um sistema ortonormal. Se (x, Uen) = O para todo n, resulta 
€U*x, en) = 0 donde U*x = 0 porque (en! é base ortonormal de .%º. Portanto, 
x=UU*x=UO=0 e segue-se que (Uen) é base ortonormal pelo Teorema 
10.17. Se ten) e fe,) são bases ortonormais, defina Ue, = e!, e estenda U a 
X por linearidade: 


oo oo 
Ux= u(» aver) = axe 
k=1 k=1 
onde, naturalmente, ay = (ep, X). Note que U está bem definido porque a 
série mais à direita na equação acima é convergente pelas razões apontadas 
na demonstração do Corolário 10.15. Resta mostrar que U é unitário. Para 
quaisquer x, ye X, 
n 


n n 
(Ux, Uy) = tm E censor Deere) = Jim, » (epx)(er, ye; ep) 


n 
=lim 3 (xeplery)ôu 


Sp 


n 


ss : 
=Jim 3 (xen(ery)= 5 (xe) (erp) = (24,9) 
k=h k=1 
em virtude da relação de Parseval, Isto estabelece que U é um operador isomé- 
trico. Dado qualquer y = LE tre EM, basta definir x = Deer para 


seterUx=y. Assim, Ran(U)=XH eU éunitário. E 


OprraDOR DE FourIER-PLANCHEREL 
De acordo com o Teorema 9.27, o operador de Fourier .Z definido por 


SLI) = = f É e Fo)dx 127 


sobre o espaço de Schwartz 4 c L?(R) preserva o produto interno: 


Lo PLIQ. 12.8 
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Portanto, .? é um operador limitado definido sobre um domínio denso. Pelo 
Teorema 11.8, o operador .Z pode ser estendido continuamente a todo o 
espaço de Hilbert I2(R). Por ser isométrico em .”, veremos que a extensão 
contínua de .Z a L2(R) é um operador unitário. Essa extensão, que será deno- 
tada por Ur, é conhecida como operador de Fourier-Plancherel. 

A fórmula (12.7) não pode ser usada para expressar Urf para um ele- 
mento qualquer de LAR) porque só faz sentido se f e LH). Para uma função 
de quadrado integrável f qualquer, define-se Ur f = limy-.co.Z fn para uma 
sequência qualquer (f,) de elementos de LH(R)nI?(R) que converge para f na 
norma de L2(R). É notável que, a despeito de sua definição indireta, é possível 
encontrar uma fórmula explícita para Ur f que generaliza (12.7) e vale para 
todo fe L”(R). 


Lema 12.15 Para todo xe R, cada uma das funções nÊ:R=C definidas por 


tikx q 


et 
n$E (ko) = SEE 12.9 
i 
pertence a TR). 
Demonstração. Levando em conta que A? = ht”, basta considerar ht. 
ç: q x x x 
Como 
. eitx 4 
lim Fr É 12.10 


AS? é contínua sobre toda a reta real. Por outro lado, 


2 
nº l<—, 124 
lhç" do] KI 1 


para todo k £ 0, de modo que |h$”|2 é integrável nos intervalos (-00, — 1] é 
[1,00). Como |h£2 é integrável em [-1,1] porque nf? é contínua, segue-se 
que TT Pé integrávelsobreR. E 


Teorema 12.16 Para qualquer f E LR e para quase todo x real, 


1 d(ºettx 
Urf(x)= Rr e ÃO dk. 12.12 


Demonstração. Dado f E L2(IR), considere a sequência (fp) com 
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fl) se-n<x<n 


O) = | : 12.13 


0 se Ixl>n 


É claro que cada f, E LHR) e fu — f em I2(R), de modo que Ff, — Urf. 
Portanto, para qualquer g € IR, 


<g,Urf) = lim tg, 7 Tu. 12.14 


Escolhendo g como a função definida por? 


D= 1 se tel0,x] as 
8 o sete los] à 
resulta E 
Usfiydt= Jim = af" “Kt rgdk. 12.16 
Puro 1 O 


Pelo teorema de Fubini, podemos escrever 


x n , n xo. n eTikx 1 
[ ar [ e (ko) dk= [ rugas [ estiar= [ ——— fydk. 
0 -n =n () -n —ik 


12.17 
Consequentemente, 
n gritx | eritx 
[ Usftndt= = tm o fúgar= = E mat 
12.18 


onde a última igualdade é válida porque, em virtude do Lema 12.15, a função 
nf pertence a L!(R). De (12.18) decorre imediatamente que (12.12) vale 
paraquasetodo xeR. E 


Teorema 12.17 O operador Ur: ER) — LUAR) eunitário. 

Demonstração. Basta mostrar que Ran(Ur) = I2(R), ou seja, que dado g € 
LR) existe f € LR) tal que Upf = g. Em 4, seja (gn) uma sequência 
tal que gn — g e consideremos a sequência (fr) com fa = Z gn, de modo 
que gn = Ffn. Existe o limite f e L2(R) da sequência (fn) porque Z é um 
operador limitado. Uma vez que 


Urfa=Pfn= PP nn, 12.19 


2. Se x<0 basta substituir [0,x] por [x,0]. 
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temos 


g= lim gn= lim Urfy=Ur lim fa = Urf, 12.20 
o que completa a demonstração. E 


Corolário 12.18 4 extensão contínua do operador de Fourier conjugado FS — 
S a todo o espaço de Hilbert IR) éo operador unitário Up = Up" = Up". Além 


disso, 


1 d(Vetx 
Us =—=— k)dk ; 
Ff) sra E TE ft) 12.21 
para todo f e Re quase todo X real. 
Demonstração. À prova de que UF é unitário e dado por 12.21 é idêntica 
à dos Teoremas 12.16 é 12.17, exceto pela troca de i por —i onde se fizer 
necessário. Dado f € L?(R), seja fp uma sequência em .Z que converge para 
f. Então, 
f= fim fo= fi 9h 
= dim UrU-fn 12.22 
= Ur lim Upfn = UrU; lim fa = UpU;f. 


De modo inteiramente análogo, conclui-se que UpUrf = f para todo f E 
Lº(R), o que completa a demonstração. E 


Observação. Nas Egs.(12.12) e (12.21) não se pode tomar a derivada sob o 
sinal de integral, exceto se f € Rn LAR). 


Juntamente com o teorema da convolução — equação (9.115) —, a equa- 
ção (12.8) estendida a funções pertencentes a L2(R) permite o cálculo de certas 
integrais sobre toda a reta real, desde que o integrando envolva a transformada 
de Fourier de uma função suficientemente simples para que sua integral possa 
ser calculada diretamente (Problema 12.5). 

Assim como no caso unidimensional que acabamos de discutir, a identi- 
dade de Parseval (9.132) e o fato de ./(R”) ser denso em I2(R”) têm como 
consequência que a transformada de Fourier .Z estende-se como um operador 
unitário Ur : TUR”) — IR”. Por simplicidade e economia, sempre que 


conveniente denotaremos Upf e Upf por f e f, respectivamente. 
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12.4 Operadores Autoadjuntos 


Na mecânica quântica postula-se que a cada grandeza física mensurável cor- 
responde um único operador autoadjunto, também conhecido pelos físicos 
como observável. 


Definição 12.19 Um operador linear A num espaço de Hilbert é autoadjunto se e 
somente se A= AS, isto é, se e somente se A é simétrico e D(A) = D(A*). 


Caso certos axiomas sejam aceitos no que concerne à interpretação pro- 
babilística da mecânica quântica, o postulado de que cada grandeza física 
mensurável é representada por um operador autoadjunto pode ser deduzido 
como um teorema (Richtmyer 1978). 


Comentário. De acordo com o Teorema 12.8, se o domínio de um operador 
é aumentado o domínio do seu adjunto é diminuído. Portanto, é impossível 
estender um operador autoadjunto sem destruir sua autoadjuntice. Por este 
motivo, na literatura mais antiga usava-se o termo Aypermaximal em lugar de 
self-adjoint. 


Já observamos antes que se A é simétrico tem-se A*x = Ax para todo 
x € D(A), de modo que D(A) c D(A*). Para provar que A é autoadjunto é su- 
ficiente mostrar que D(A*) c D(A). Neste caso, teremos A*x = Ax para cada 
vetor x pertencente ao domínio comum de A e A*. A condição D(A) = D(A*) 
é crucial mas frequentemente ignorada pelos físicos, que costumam tratar a 
hermiticidade (simetria) como suficiente para a obtenção de resultados que, na 
verdade, são garantidos somente para operadores autoadjuntos. A desconside- 
ração de domínios de operadores ilimitados pode ser a causa de certas falácias 
ou aparentes paradoxos na mecânica quântica (Perlman & Troup 1969; Lieber 


1972), conforme discutiremos pormenorizadamente no último capítulo. 
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«fada dm pertence 


fo epaar= fá apar 


Eru fitof dx Ico 


Por outro-lado, 


IfOOP 


nH00 Jyj>h : SERRA SO 
) ú 
c=tml/ uncofas- [ifiatas,=0 


e fio fopi ovândo que DIQ) é dénso. Como já.sabemos + 
trico, precisamos investigar o domínio de Q*. Por defi 
Bebi e existe gy € L2(R) tal que (gu f)= 


é'simé- 
junto, se 


oo fe D(Q). 


(O). Isto ra. Ea pio 1= DO e por conseguinte, Q é 
autondjunto. : 


Como regra, é fácil encontrar um domínio denso no qual um operador 
é simétrico, mas determinar exatamente o domínio que o torna autoadjunto, 
quando tal domínio cxiste, é uma tarefa muito difícil. O exemplo do operador 
Q é de uma simplicidade enganosa: quase nunca é trivial provar que um ope- 
rador é autoadjunto, como ilustraremos com o caso do mais simples de todos 
os operadores diferenciais. Antes, porém, de passar ao exemplo, precisamos 
definir uma classe de funções importante, necessária para a especificação do 
domínio de operadores diferenciais autoadjuntos. 
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Espaços DE SoBoLEy NO Caso UNIDIMENSIONAL 
Comecemos com uma extensão da noção de função absolutamente contínua 
introduzida no Apêndice A. 


Definição 12.20 Uma função f:R— C é absolutamente contínua no intervalo 
finito ou infênito (a,b) se e somente se existe c E (a,b) tal que 


x 
f(x) = fto+ [ g(ndt 12.23 
ME: 


para todo x e (a,b) com g uma função localmente integrável em (a,b), isto é, inte- 
grável em qualquer subintervalo compacto de (a,b). Automaticamente, f é diferen- 
ciável em quase toda parte em (a,b) e f = g. O conjunto das funções absolutamente 
contínuas em (a,b) é denotado por AC(a,b). Para um intervalo compacto La,b], 
o conjunto ACla,b] é composto pelas funções f que satisfazem (12.23) com € = a, 
xelablegeLa,b). 


E importante lembrar que, como está demonstrado no Apêndice A, se f,g 
são absolutamente contínuas então a soma f+g eo produto fg também são 
funções absolutamente contínuas. 


Definição 12.21 Sejam > 1 um número inteiro. O espaço de Sobolev H”" (a,b) 
é definido por 


Hr(ab=ifeL(a,b)|fP e Acta), [DEL b),0<j<m-1. 
12.24 


Em outras palavras, f é um elemento de H? (a,b) se f e suas derivadas até 
a ordem m-1 são absolutamente contínuas e de quadrado integrável em (a,b), 
e se sua derivada de ordem m é de quadrado integrável em (a,b). De modo 
análogo define-se H”'[a,b] para um intervalo compacto [a,b). Vale destacar 
que basta exigir que a função e sua derivada de ordem mais alta estejam em 
I2, pois neste caso todas as derivadas de ordem mais baixa pertencem a 1? 
automaticamente (Teschl 2006, p. 73). Isto significa que 


Hab=(fe lab) | fe AC(ab),0<j<m-1, [ME LZab)). 1225 
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Ao contrário do que frequentemente se afirma em textos de mecânica 
quântica,? uma função de quadrado integrável não tende necessariamente a 
zero no infinito. Mas isto é verdade para f e suas derivadas até a ordem m-—1 


se fe H”'(a,b) no caso em que (a,b) é um intervalo infinito. 


Lema 12.22 Seja feH"(a,b), m>1. Seb=00 então lime-co fa) =0 ese 
a = 00 então lime. oo FP) =0, j=0,...,m-1. 
Demonstração. Se b = 00, para quaisquer x,c € (a,b) temos 


- & E e e E, ' 
FP =|fPP+ [ DO + foda 
e 


para j = 0,...,m — 1. Como o integrando pertence a L'(c,00) porque ph e 
f1+D pertencem a L2(a,00), o limite lims-.oo fP (x) existe e só pode ser zero 
porque fe 12(a,00). O mesmo argumento aplica-se ao caso a=-o0. E 


Vale notar que, como Cº(a,b) c H”'(a,b) e C$º(a,b) é denso em 12(a,b), 
a fortiori H”'(a,b) é denso em L2(a,b). 


OperaDOR P EM LZ(R) 
Passemos ao prometido exemplo do mais simples de todos os operadores 
diferenciais de interesse para a mecânica quântica: o operador associado ao 


momento linear de uma partícula em uma dimensão (em unidades tais que 
h=1). 


or Ps -ididx e em 18) com domínio Dem 


gnasaBno(o Si F Toig (Jdx= o Pg) 


3. Consulte, por exemplo, Griffiths (1995, p. 98). 
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porque, pelo Lema 12.22, f(x) é 209 tendem à zero para'x — toa. 
Passemos, agora, ao problema da determinação do dominio do:adjunto 
«de P, Dado g € D(P*) seja gs € 12(RJ o elemento conrsipondente: tal qu 
Mens E(Pf,8) para todo f E D(P), Então, 


E das De 


e dileienciáviio com dpois co 
nt). É claro que Cp(-a,a) «DIZ 


E = Ls Foto aa ADE 
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“A validade disto para todo f E Fr (ma) revela gue a função entre chaves . 
ne nma distribuição cuja derivada é zeto. Pelo Teorema 9.6, 


[ geDdesigh)=C 12.31 
0 - j 


em (=a;ã) para alguma constante C. Isto prova que g é absolutamente 
contínua em qualquer intervalo limitado e, portanto, absolutamente con- 
ia em R. Como à é um número positivo arbitrário, fo gndt+ 
= ig. E Em, é & que estabnjeico sue 


“ig para todo g € DI) = =D(P) e Pé aii Pe P* execu- 
“tam a mesma “pentrão em seu domínio comum. - 


Note que o operador -id/dx do Exemplo 12.1.2, que tem por domínio o 
espaço de Schwartz .2, não é autoadjunto porque o domínio do seu adjunto 
é maior do que .?. 


Crrrério BÁsico DE ÁUTOADJUNTICE 

Este último exemplo deixa claro que, excetuados os casos mais elementares, 
provar diretamente que um operador simétrico é autoadjunto representa uma 
tarefa espinhosa, pois a autoadjuntice é uma propriedade delicada e sutil. 
Isto torna imperiosa a busca de condições que caracterizem completamente 
operadores autoadjuntos. Um critério básico é sugerido por algumas obser- 
vações simples. Seja A autoadjunto e suponha que A*x = ix para algum 
xe D(A) = D(A*). Então 


—i(x,0) = (Afx,x) = (x,42) = (1,4º5%) = (x, ix) = i(x,x) 


donde x = 0. Analogamente, A*x — —ix implica x = 0. Reciprocamente, se 
A é fechado e Ker(A* + 11) = Ker(A* — in) = (0) então A é autoadjunto, onde 
Ker(T) denota a nulidade ou núcleo de T, isto é, o conjunto dos x e D(T) 
tais que Tx —0. 


Teorema 12.23 Se A é um operador simétrico num espaço de Hilbert Xº, as três 
afirmações abaixo são equivalentes: 
(a) A é autoadjunto; 
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(b) A efechado e Ker(A* + il) = Ker(A* - in =10!; 

(c) Ran(A+iD=Ran(A-iD=4. 
Observação. Em virtude da identidade A+iAI= À Es + il), nas condições 
(b) e (c) pode-se substituir i por iÀ, onde À é qualquer número real diferente 
de zero. 
Demonstração. Já vimos que (a) = (b). Vamos provar que (b) — (c) e (c) 
=» (a). Se (b) vale, Atx = ix só possui a solução x = 0. Se x L Ran(A+ il) 
então (x, (A+ iDy) = 0 donde ((A+iN*x,y) = (4º -iDx,93) =0 para todo 
y € D(A). Mas como D(A) é denso, segue-se que (4* — iD)x=0 donde x=0€ 
Ran(A + in) é denso. Basta mostrar que Ran(A + i7) é fechado para se inferir 
que Ran(A + i17) =.%º. Para cada x e D(A) um cálculo direto mostra que 


CA + EDxiÊ = pAxiP + || 
porque À é simétrico, e disto se deduz que 
IAzxi=<(A+iDxi e Ixl<IKA+iDx]. 


Assim, se Xn E D(A) e a sequência (A+iDxp — z € H, deduz-se destas 
últimas desigualdades que (xy) e (Axn) são sequências de Cauchy, de modo 
que existem x,y EX tais que xp — x e Axn — y. Levando em consideração 
que A é fechado, x e D(A) e Ax = y, donde z = (A+il)x e Ran((A+ il). 
Consequentemente, Ran(A + i 7) é fechado e, por ser denso, coincide com ”. 
Argumento análogo estabelece que Ran(A-i 1) =X”. Admitamos, finalmente, 
a validade de (c). Então, se x c D(A*) existe y E D(A) tal que (A-iDy = (A*— 
ilx já que Ran(A- il) =. Mas para y e D(4) temos 4*y = Ay porque A 
é simétrico, de modo que 


(At iD(x-9)=0. 


Desejamos provar que a única solução desta equação é xy =0. Se ze 
Ker(A* — il) temos ((A* — i7)z,w) = O para todo w E D(A), ou seja, 


0=((A*-iDzw)=(z(A+iDw) VwEeD(A). 


Mas, como Ran(A+ il) =X, concluímos quez=0€ex=y. Assim, xeD(A) 
e disto decorre que D(4*) c D(4), o que prova que Aéautoadjunto. E 
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icenpilo 1243 
Considere o operador de posição Q em .%º = L>(R) com domínio definido 
no Exercício 11.2.4. Para cada g e DMR) defina 


fl) =— 17809: 


[ If) -[= 


e pPegue-se que f e LR). Além disso, 


lg(mfax< [Lo IstojBax <oo, 


fo WI ftP da = -=[* ER algas sl. IglyPdx<oo, 


detido mé feD(Q) e(Q+inFf= 8; provando qui D+ in = 3. 
Raciocínio similar mostra que Ran(Q =) = 24 
é autoadjunto. 


É efinido nó Exemplo 12.4.2. Tentemos provar que ei? 
“que isto seja verdade, para todo g € L?(R) é preciso que 
= que 


Prinf= g ou poi RR na 


ei do jniboa os membros desta equação Aifemacidi + por ço ot 


têm-se 
Pia Ele nie, 


time admite a solução 


x E f hM 
fog=e* fo ie "podes ud et gtddtr. “izas 


Esta úlfici equação sait à que SE € AC(-00,00) porque é » produto. 
“duas funções absolutamente contínuas — é claro ria e” * pertence a 
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produto heugi u+x) € é (R) na paia u par cada A Portanto, da 
m din e temãs 
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A condição (c) do Teorema 12.23 admite uma generalização útil, obtida 


pela substituição da unidade imaginária i por um número complexo arbitrário. 


“Teorema 12.24 Seja A um operador simétrico tal que Ran(A + AI) = Ran(A + 
AD=H para algum A€EC. Então A é autoadjunto. 

Demonstração. Seja x e D(A*). Como Ran(A + AD =X, existe y € D(A) tal 
que (A+ÂDy = (A” + ADx. Temos 


(x (A+ AD = (A + ADx,2) = (A+ÂDyZ) = (A+ADZ), VZEDIA, 


onde a última igualdade decorre do fato de A ser simétrico. Como Ran(A + 
AD =, segue-se que x=yeD(A). E 


“lsercicio 2 A? 
E fe este último teorema com À = 1 para provar 'que-o operador Pi = 
1H(-00,00) com domínio dc E HÊ(-00,00) éau oadjunto: | ; 


ii po 
us)= Fe fio 


única solução em Hº(--00,00)- i 


Transrormação UNITÁRIA DE OPERADOR AUTOADJUNTO 

Na mecânica quântica, uma transformação unitária executa uma simples mu- 
dança de base ou de representação, sem afetar nenhuma previsão física: qual- 
quer quantidade física mensurável permanece inalterada por uma transforma- 
ção unitária. Se um vetor x é mapeado em Ux, cada operador A é mapeado 
em UAU” para que todo autovetor de A seja mapeado num autovetor de 
UAU”! com o mesmo autovalor. Em particular, uma transformação unitária 


deve mapear operadores autoadjuntos em operadores autoadjuntos. 


Caríruro 12 — OPERADORES SIMÉTRICOS, AUTOADJUNTOS E UNITÁRIOS 383 


Teorema 12.25 Se A:D(A) — é autoadjunto em HA eU: — HG é 
unitário, o operador B: D(B) — %6 definido por 


B=UAU! com D(B)=UD(A) 


é autoadjunto em H. 
Demonstração. Como D(B) é denso — Exercício 12.4.3 abaixo —, B* existe. 
Se x,y € D(B), usando A= A* e (U-!z,Ulw), = (2, w)> obtemos 
(6,By)o = (UAU yyo = (U x, AU ty 
= (AU, UT yy 
=(UAU | x,y)o = (Bx,y)>, 
mostrando que B é simétrico. Só falta mostrar que D(B*) = D(B). Se y € 


D(Bº) existe y, € 2 tal que (y,, x) = (y,Bx)> para todo x e D(B). Todos 
os elementos de D(B) são da forma Uz com ze D(4), donde 


Go z)a =(y BUZ), =(y, UAUTU 2), =(y UAz)> para todo ze D(A). 


Portanto, 
(UT! yes) = (Up, Az) para todo ze D(A), 


de modo que U”!y e D(A*) = D(A) donde y € UD(A) = D(B). Logo, D(B*) c 
D(B) e Béautoadjunto. E 


Se A definido em X é autoadjunto e U:.Xº — X é unitário, este último 
teorema justifica o cálculo formal 


*=(UAU')*=UP A'U' =UAUT =B 


mesmo se A é um operador ilimitado. Os operadores A e B= UAU”! são 
ditos unitariamente equivalentes porque B desfruta de todas as propriedades 
que caracterizam A. 
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Enetapão: 14. 5 
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ED 


12.5 Extensões Autoadjuntas de Operadores Simétricos 


Se um operador é simétrico mas não é autoadjunto, seu domínio é um subcon- 
junto próprio do domínio do seu adjunto. Torna-se importante estudar em 
que circunstâncias é possível estender o domínio de um operador simétrico de 
modo a torná-lo autoadjunto, e se essa extensão é única. 
Conforme o Teorema 12.8, se B é uma extensão de A então A* é uma 
extensão de B*, isto é, 
ACB => B'cA*. 12.38 


Para um operador simétrico A sempre temos A c A* e, pelo Teorema 12.9, 
Ac A**, Com o uso de (12.38), de Ac A* deduz-se A** c A*, o que nos 
conduz a 

ACA CA. 12.39 


O operador A é autoadjunto se A = A* = A**. Note que, em geral, A“ ZAe 
várias situações são possíveis: 

(a) A=A** mas A** £ A* (A é fechado mas não é autoadjunto). 

(b) A** = A* mas AF A** (A é essencialmente autoadjunto). 

(0) AZ A** £ A* (A não é fechado nem essencialmente autoadjunto). 

O caso (b) é particularmente simples no que se refere à existência de extensões 


autoadjuntas de operadores simétricos. 


Definição 12.26 Um operador simétrico A é dito essencialmente autoadjunto se 
o seu adjunto é autoadjunto, isto é, A** = A*. 


Teorema 12.27 Um operador essencialmente autoadjunto A possui uma única ex- 
tensão autoadjunta, que coincide com At, 

Demonstração. Se A é essencialmente autoadjunto, (12.39) mostra que At é 
uma extensão autoadjunta de A, já que (A*)* = A** = A*, Para demonstrar à 
unicidade, seja B uma outra extensão autoadjunta de A. De Ac B resultam 
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B'cAtecA" CB, ouseja, BCAtE A*CB pois, por hipótese, B = B* e 
A** = A*, Portanto, B= At ea demonstração está completa. E 


De modo geral, é muito difícil encontrar o domínio exato de um operador 
simétrico A no qual eie é autoadjunto. Costuma ser mais fácil determinar 
um domínio no qual A é essencialmente autoadjunto, pois isto assegura a 
existência de uma única extensão autoadjunta do operador, o que é suficiente 
para que 4 possa representar uma grandeza física mensurável na mecânica 
quântica. 


Um operador simétrico pode ter muitas, nenhuma ou apenas uma extensão 


autoadjunta. 
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admite extensões elit , 
es seja ma cxtêniéio, de Pé busquermos doiligõos para 
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Conforme acabamos de ver, um operador simétrico nem sempre possui 


extensões autoadjuntas. Para os propósitos da Física é desnecessário fazer dis- 
tinção entre operadores autoadjuntos e operadores essencialmente autoadjun- 
tos, pois estes últimos possuem uma única extensão autoadjunta. O problema 
matemático relevante consiste em determinar se um dado operador simétrico 
possui extensões autoadjuntas e, se for o caso, como podem ser elas caracteriza- 
das. Quando há múltiplas extensões autoadjuntas, espera-se que elas possam 
ser distinguidas pela física do sistema investigado. O problema de escolher 
a extensão autoadjunta correta diz respeito à Física, não à Matemática, e 
pode haver razões físicas para que um operador não tenha nenhuma ou tenha 
muitas extensões autoadjuntas (Capri 2002, Cap. 6; Reed & Simon 1975, 
Seção X.1). 

Pelo “Teorema 12.23, um operador simétrico A é autoadjunto se e somente 
se Ran(A +11) =.X”. Se considerarmos os complementos ortogonais Ran(A+ 
iD+, os seus “tamanhos” indicam em que medida A não é autoadjunto. Esses 
subespaços são chamados de subespaços de deficiência de A e suas respectivas 
dimensões são os índices de deficiência de A. 
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Definição 12.28 Dado um operador simétrico A, sejam 


K. =Ran(A+in! =Ker(A*- il, 
K =Ran(A-iD)l =Ker(A"+il. 


Dizemos que K, e K. são os subespaços de deficiência de A e os números 
na(4) = dim(K) 
são chamados de índices de deficiência de A. 
Por definição, n, é o número de soluções linearmente independentes de 
A“x=ix, 12.42 
ao passo que 1... é o número de soluções linearmente independentes de 
A'x=-ix 12.43 


com x € D(A*). Os índices de deficiência podem ser quaisquer inteiros não 


negativos; é ainda possível que n, ou n- (ou ambos) sejam infinitos. 


O Teorema 12.23 assegura que um operador simétrico fechado A é auto- 
adjunto se e somente se os seus índices de deficiência são (0,0). Já se n4 = n- 
o operador A possui extensões autoadjuntas parametrizadas pelas transforma- 
ções unitárias U de K, em K... Por fim, se n, Zn. o operador A não possui 
extensões autoadjuntas. 


Teorema 12.29 (von Neumann) Seja A um operador simétrico fechado com ín- 
dices de deficiência n+ e n-. Então A tem extensões autoadjuntas se e somente 
sen, =n-. Há uma correspondência biunívoca entre as extensões autoadjuntas 
de A e as transformações unitárias U: K, — K.. Explicitamente, cada extensão 
autoadjunta Ary de A tem domínio 


D(Ap=ix+y, +UyilxeD(A ey. ck 12.44 
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no qual atua segundo a regra 
Aglxty + Uy)=Ax+iy, —iUy.. 12.45 


Demonstração. A prova deste teorema é consideravelmente longa e pode ser 
encontrada, por exemplo, em Reed & Simon (1975, Seção X.1); Akhiezer & 
Glazman (1963, Cap. VID); Lusternik & Sobolev (1974, Seção 7.7); Teschl 
(2009, Seção 2.6). 


Observação. Se A é simétrico, mas não necessariamente fechado, e seus índi- 
ces de deficiência são n, = nº =0, então A é essencialmente autoadjunto em 
virtude do Teorema 12.23. 


Este teorema de von Neumann é de capital importância porque não apenas 
caracteriza precisamente em que condições um operador simétrico admite 
extensões autoadjuntas, mas também fornece um método de construir as refe- 
ridas extensões. 

Antes de enveredar pelas aplicações do Teorema 12.29, consideremos um 
critério simples e útil, também devido a von Neumann, que assegura a exis- 
tência de extensões autoadjuntas de um operador simétrico. 


Definição 12.30 Um operador A: D(A) > X é antilinear se A(ax + By) = 
WAx+ PAy para todosos a, BeCe x,y e D(A). 


Definição 12.31 Um operador antilinear C: Hº — Hº é dito uma conjugação se 
C2=Ie, além disso, preserva normas, isto é, ||Cx]| = ||x|| para todo xe H. 


Teorema 12.32 Seja A um operador simétrico num espaço de Hilbert e suponha 
que existe uma conjugação C tal que C:D(A) > D(A) e AC= CA, Então A tem 
índices de deficiência iguais e, portanto, possui extensões autoadjuntas. 
Demonstração. Como CD(A) c D(A) e C2 — 1, segue-se que D(A) c CD(A), 
donde CD(A) = D(A). Sejam x, EX, e ye D(A). Então, com o uso do 
Exercício 12.5.2, 
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0=(A*-iDx,)y) = (x (A+riDy) =4Cax, C(A+ ID) 
= (Cx (A-IDCy) = (A"+IDCx,, Cy) 


para todo y € D(A). Como C é uma aplicação sobrejetiva de D(A) em D(A) e 
este domínio é denso, segue-se que Cx, E .X-, de modo que C: HA, > X. 
Analogamente, prova-se que C: X- — X,. Como € é uma bijeção entre 
XH, e X que preserva normas, C mapeia conjuntos ortonormais de X4 


em conjuntos ortonormais de X-. e vice-versa. Portanto, n, = dim, = 


dim.%7 = n. e a demonstração está completa. E 


ir 
ii um 
a 


E 
Vejamos, agora, algumas aplicações simples do Teorema 12.29 a situações 


lh 


de interesse físico. 
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vetores normalizados de Ky. À única transformação unitária de K, em. 


Po. ii é Event! de vi Nela des 
k exatamente as mesma s fxtênsões aaa obtidas, diretamente no 


+ Exemplo 1254, 
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“ todo do Exemj 
“HÊ(0,00) é 
HO são de 
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nO edi 
E Sea A E) =ag(O), qeR, 


onde a a go, Portanto, as Extensões auitoadjuntas HO) de:MÉP, com 


q€ RU fool têm domínios 
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Problemas 

12.1. Num espaço de Hilbert .º, seja A o operador definido por 
Ax=(u,x)p, 

onde uv € %º 0]. (a) Prove que A é limitado e calcule sua norma. (b) 


Determine o adjunto de A. 


4. A lista completa de referências, com plenos detalhes bibliográficos, encontra-se na Bibhografia 
no fim do livro. O símbolo * destaca obras cuja leitura é altamente recomendada. 


CaríruLo 12 — (OPERADORES SIMÉTRICOS, AUTOADJUNTOS E UNITÁRIOS 395 


12.2. Se U é um operador unitário, prove que ||Ulj=1. 


12.3. Um operador A num espaço de Hilbert é dito normal se D(A) = D(A*) 
e lAfI=ILA*fI| para qualquer f pertencente ao domínio comum de A e A*. 
(a) Prove que todo operador normal é fechado. Sugestão: A* é fechado. (b) 
Mostre que o núcleo de um operador fechado é fechado. (e) Mostre que se A 
é fechado e B é limitado, então AB é fechado. 


12.4. Seja tento uma base ortornormal de um espaço de Hilbert XX. O 
operador de aniquilação A é definido por 


Aey=0, Aen=Vhena, n2l. 


(a) Mostre que A não é limitado e especifique o seu domínio. Mostre que esse 
domínio é denso em «4º. (b) Prove que o adjunto de A é o operador definido 
por 


A*en=Vn+len+1 


para todo n, chamado de operador de criação. Mostre que D(A) = D(A*). (c) 
Encontre um domínio em que o comutador [A,A*] esteja definido e prove 
que, nesse domínio, [4,4*] = I. 


12.5. Prove que 


Ê sent, - FE senêx 27 
x=7 e “de=. 
3 


os DR 


Sugestão: primeiro calcule a transformada de Fourier de %, 11 onde xá 


denota a função característica do conjunto A, definida pela Eq.(A.7) no 


Apêndice A; depois use Z(f + f) = v2a(.Zf). 


12.6. Sejam 4, Be A+B operadores lineares densamente definidos no espaço 
de Hilbert .X”, de modo que A*, B* e (A+ B)* existem. (a) Prove que (A + 
By* > A*+B*. (b) Se B é limitado e definido em todo o espaço de Hilbert, 
prove que (A+B)*=A*+B*. 


12.7. Prove que Ker(A* 4) = Ker(4) se Ac L(%). 


12.8. Prove que se Ac LZ(%), então xy Lx implica AX L Ax. Sugestão: 
(Ax, y) = (x, A* 3). 
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12.9. Se A é um operador autoadjunto, prove que o operador U=(A-iN(A+ 
in! é unitário. U é chamado de transformada de Cayley de A. 


12.10. Mostre que a relação de comutação [Q,P] = ihJ não pode ser satisfeita 


num espaço vetorial de dimensão finita. Sugestão: tome o traço. 


12.11. Se V é um operador antilinear (vide Definição 12.30), seu adjunto 
é definido por (V*x,y) = ,Vy) =(Vyx). V é antiunitário se é antilinear, 
está definido em todo o espaço de Hilberte VV = VV* = F (a) Prove que 
o adjunto de um operador antilinear também é um operador antilinear. (b) 
Prove que um operador antiunitário preserva o módulo do produto interno de 
dois vetores. 


12.12. Seja K o operador de conjugação complexa, definido numa base orto- 
normal (e,) de um espaço de Hilbert por 


oo oo 
K(D anen)= 5 Gen. 
nal na 


Prove que todo operador antiunitário V pode ser escrito na forma V = UK j 
onde U é um operador unitário. 


12.13. Sejam .X um espaço de Hilbert e TE Z(%) com ||T||<1. 

(a) Um operador A definido em todo o espaço de Hilbert é positivo se 
(x, Ax) > 0 para todo x € X”. Prove que 1— T* T é positivo. 

(b) Seja S=vT-T*T. Prove que |x||2 = |!Tx]!2 + ||Sx|]2 para todo x e Xº. 
Informação útil: a raiz quadrada de um operador autoadjunto positivo é um 
operador autoadjunto positivo. 

(c) Prove que [xe |ilx|l= HT xilh = Ker(S). 


12.14. Se 1An] é uma sequência de operadores limitados num espaço de 
Hilbert que converge uniformemente para o operador limitado A, prove que 
(A) converge uniformemente para A*. 


12.15. Seja A um operador limitado num espaço de Hilbert. Prove que o 
operador B = 1 + A* A possui inverso. 
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12.16. Seja À = (À,| uma sequência de números complexos com sup|Ã,| < co 
neNi 


e considere o operador de multiplicação Aq : P — |? definido por 
AlérE2,63,...) = (An61,Ã262, As68,...). 


(a) Prove que 44 é limitado. 

(b) Determine 4) e prove que Aq é autoadjunto se e somente se À, ER para 
todo ne N. 

(c) Prove que Aq é positivo se e somente se Ap > 0 para todo n e N.. Neste 
caso, determine VA E 


12.17. Seja D(A) a coleção dos x = (83,62,...) E ?? com apenas um números 
finito dos é, diferentes de zero e seja A: D(A) — Po operador definido por 
Ax = (E1,2€2,3€3,...,NEn,...). (a) Prove que A é simétrico. (b) Determine A*, 
especificando o seu domínio. Verifique que A* é uma extensão de A. (c) Prove 
que A* é autoadjunto, ou seja, A é essencialmente autoadjunto. 


12.18. Seja V: [2(R) — L2(R) o operador de multiplicação pela funcão contí- 
nua v:R> CC. Prove que V* é o operador de multiplicação por V e que V é 
autoadjunto se e somente se v é uma função real. 


12.19. Dada a função contínua v:R— R, considere o operador T em IR) 
definido por 


Ei 
(TAG) =-i dx + vO) f() 
no domínio 
DD =ffe AM] fe scRe(cif+vperRp. 


Prove que T é autoadjunto mostrando que ele é unitariamente equivalente a 
P=-id/dx com D(P) = H!(R). Sugestão: o operador de multiplicação por 
U() = ei bo “dt é unitário. 


12.20. Seja (a,b) c R um intervalo qualquer e f : (a,b) — R uma bijeção 
diferenciável com f(x) > O para todo x € (a,b). Mostre que o mapeamento 
de L2(a,b) em L2(R) associado à mudança de variável y = f(x) é realizado 
pelo operador unitário Uj : L2(a,b) — L?(R) definido por 


Um=(fofy yo fl. 
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Obrenha a forma explícita de y(y) = (U py) (9) para (4,b) = (0,00) e f(x) = 
Inx. 


12.21. Seja T: 1?((0,1)2) — L2((0,1)”) definido por 


2x =, 


Done Tay 


(a) Prove que T é linear e limitado. 


(b) Prove que T* é dado por 


(TD) = 


4 x y 
2-2 -y)? fa: 


12.22. Se A é um operador autoadjunto, prove que A? é autoadjunto. 
Sugestões: (a) mostre que A? + 1 =(A+il(A- il) num domínio adequado; 
(b) combine os Teoremas 12.23 e 12.24. 


12.23. Seja A um operador limitado definido em todo o espaço de Hilbert 
complexo X” que satisfaz (Ax,x) 0 para todo x € 4”. Prove que A é autoad- 
junto. 


12.24. Dado um intervalo (a,b) finito ou infinito, seja K o operador linear 
definido em L2(a,b) por 


b 
(KA (x) =[ K(x,s) f(s)ds 
a 


b pb 
E) [ IK(x, 8) dxds<oo. 
a a 


(a) Prove que K é limitado. (b) Determine IK*. (c) Prove que IK é autoadjunto 
se e somente se 
K(x,s) = K(s,x). 


1 


Espectro, Teorema Espectral e 


(4a 


Dinâmica Quântica 


De acordo com a Definição 12.2, se x £ O pertence ao domínio do operador 
linear A e Ax= ax com a € €C, dizemos que x é um autovetor de A com 
autovalor a. O operador Ra(A) = (A -— AN! com À E € não existe sc À é 
um autovalor de A. No caso de espaço vetorial complexo de dimensão finita, 
os autovalores sempre existem e constituem o espectro do operador, que é 
discreto e consiste num número finito de elementos. Em dimensão infinita a 
coisa muda de figura. 


13.1 Espectro de um Operador Linear 


Em dimensão infinita a vida é mais difícil mas, em compensação, bem menos 
enfadonha: o operador resolvente Ra(A) = (A — AD pode ou não existir para 
todo À; se existir, poderá ou não ser limitado, e seu domínio poderá ou não ser 
denso. Em vista destas possibilidades, e de longa experiência dos matemáticos 


com operadores de variados tipos, a seguinte definição revela-se adequada. 


Definição 13.1 Seja X um espaço normado sobre o corpo dos números complexos 
e A:D(A) — X um operador linear, com D(A) € X. O conjunto resolvente do 
operador A é o conjunto p(A) de todos os números complexos À tais que o operador 
resolvente RA(A) = (A-AN existee éum operador limitado densamente definido, 
e cada À € p(A) é dito um valor regular de A. Todos os demais pontos do plano 
complexo compreendem o espectro O(A) do operador A, isto é O(A) éo complemento 
de p(A) em C. 
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Note que À pertence ao espectro de A se e somente se pelo menos uma das 
seguintes situações ocorre: 
(1) Ra(A) não existe; 
(1) Ra(A) não é limitado; 
(ii) Ra (4) não é densamente definido. 


Com o advento da mecânica quântica, tornou-se claro que o espectro — 
no sentido físico do termo — é determinado pelo espectro — no sentido 
matemático do termo — dos operadores o e associados às gran- 
dezas fisicas relevantes. É assombroso que o termo “espectro” foi utilizado 
na Matemática por Hilbert sem nenhum pressentimento de que depois esse 
conceito encontraria aplicação à determinação dos espectros atômicos (Reid 
1986). 

É fácil ver que Ra(A) = (A- AJ”! não existe se e somente se À é um 
autovalor de 4. De fato, se À é autovalor existe x £ O tal que (A-ADx=0, 
de modo que o operador A- AI não tem inverso. Reciprocamente, se A- AI 
não tem inverso é porque a aplicação A- AI: D(4) — Ran(A- AD) não é 
injetiva, isto é, existem vetores distintos xy e x» do domínio de A tais que (A— 
Abx=ye(A-ADx=y para algum y € Ran(A- AJ), donde (A= ADx=0 
com x =x, — xz £0, de modo que À é autovalor de A. 


Definição 13.2 O conjunto dos autovalores de A, isto é, o conjunto dos múmeros 
complexos À para os quais RA(A) não existe é chamado de espectro pontual ou 
espectro discreto de A, denotado por o p(A). O conjunto dos números complexos À 
para os quais RA(A) existe, é densamente definido porém ilimitado é chamado de 
espectro contínuo de A e denotado por O(A). O conjunto dos mimeros complexos 
A para os quais RCA) existe mas não é densamente definido é chamado de espectro 
residual de A e denotado poroç(A). 


Os espectros pontual, contínuo e residual também costumam ser denota- 
dos por Po(A), Co(A) e RO(A), respectivamente. Verifica-se sem dificuldade 
que os três espectros acima definidos são disjuntos entre si e compõem o 
espectro de A: 

A =0(AUVO(AUOs (A). 


Alguns dos espectros podem ser vazios. Para um operador linear definido 
num espaço vetorial de dimensão finita temos o(A)=0;(4)= e O(A) = 


CarítuLo 13 — Esprcrro, Teorema EspecTRAL E Dinâmica QUÂNTICA 401 


S p(4). À presente terminologia, apesar de largamente adotada, não é das mais 
felizes, pois o espectro pontual não é necessariamente enumerável e o espectro 
contínuo pode ser enumerável ou até mesmo finito. 

Quando o espaço normado X é um espaço de Hilbert, um teorema útil 
para a determinação do espectro resulta de algumas observações simples e 
afirma que, para um operador limitado, o espectro do adjunto é o complexo 
conjugado do espectro do operador. 


Teorema 13.3 Se A éum operador linear limitado num espaço de Hilbert, então o 
espectro de A“ éo complexo conjugado do espectro de A. Mais precisamente, O(A*) = 
Al co(A. 

Demonstração. Se À € p(4) o Teorema 12.11 fornece ((A— AN)* D'= ((A- 
An-!)*, donde se conclui que R(Aº) = Ra(4)*. Portanto, À E p(A) se e 
somente se À € P(A?) e, consequentemente, À E O(A) se e somente se À € 


SA). 


gi isa 
ru it U pares E 


E o def é preciso que exista 
ertencente a Te tal que 
lt Hi | 


Gran ani a ns (am 
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Di QuEAtareos autovetores. 


artl, A, R A, “o, 


4 


pertencem a P se e somente se |Al< 1. O espectro pontual de T* é um 
conjunto contínuo, o disco aberto de ráio unitário centrado na origeêm do 
plano complexo: cTY=(AcC|d< DB. Pelo Teorema 13, «3, esté disco 
também faz parte. do espectro de T, isto é (MD) 2 UA e CAs 1. Não 
tentaremos detetminiar ós espectros de T e T* de forma completa: 


Exemplo 13.1.2 
“Seja X= Cl0,1], isto é o conjunto das funções, complexas contínuas em 
[0,1] com a norma do rapa ei conhidere o gperador fincar A: pr E q 
definido por, pis no 


| | Comecemos pela busca dos possíveis autovalores de A, isto é de soluções 
“info : jais da equação homogênea E 


F ra=Ara. 


Esta igualdade mostra que fé diferenciável é Bino AS! (O fia s 
“AGA resulta f(x) = Ce”/2 com C = O porque à equação (13.1) exige 
“H0) 0. Portanto f=0 e À £0 não é autovalor. Se À = 0 segue-se 
imediatamente de Af) = fl) que f =0. Logo, À: 0 também não é 
autovalor: e O espectro pontual de A é vazio. Ade, o operador resolventé 
E f penics 1 isto é a 


nanirega “das soluções para f da equaç: 


13.2 


qto Ana go fi riar- =, (x) 


:cmieCe figé cio, al. Considerêmos primeiramente A=0, Note que 
: p'domínio de A é é e espaço inteiro, mas se g € Ran(A) segue-se que g 
é dife félivel. com avi = O. Claramente, a única Rue de Af=g é 
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f=g para cada g e Ran(4). Mas D(A”!) = Raii(A) não é nco : 
C10,1] porque à função constante f(x) = 1 pertence a CIO, E ias, pa 
«eualquer g e Ran( A), ; É : 


lf= oie sua 10) = EM ao + giot=to 


; porque g(0) ='0, ia De ortA). ae A£Oa eatõo: (13. dn nós 
; informa, que Af+g é diferenciável, AFA g(0) =» + e no = f. 


ng ão par partes com -g(0) =; já que (13.3) im 


nar, all 3.4) é mesmo. xira Hi il 
résulta 
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ed dt [e e marea Ê k: Fo atars af gigas. E 


A substituição deste resultado em (13. 5 conduz s atA= anf= & o e 
conclui a verificação. Podemos, pranto, » escrever. 
“EQ O 


RMAJgO) = o -5 


um temido or Silos 


[aC gI= sup IRalÁjg O! 


auto 


“Por comigo, todos os siso complexos 
“conjunto resolvente de A. Comicidadii bind E 


EspecrrO DE OPERADOR ÁUTOADJUNTO 

A definição de espectro de um operador linear substitui a noção habitual 
de espectro como a coleção dos autovalores, aplicável somente no caso de 
operadores lineares em espaços vetoriais de dimensão finita. Se o operador 
é autoajunto, seu espectro goza de diversas propriedades importantes, que 
passamos a descrever. 


Teorema 13.4 O espectro de um operador autoadjunto A contém somente números 
reais, Reciprocamente, se A é um operador simétrico fechado e O(A) CR, então A é 
autoadjunto. 

Demonstração. Pelo Exercício 12.1.1, se A é autoadjunto o número À = a + 
ib com a e b reais e b £ O não pode ser um autovalor de A, de modo que 
(A-AD existe. Dado x € D(A) e escrevendo y=(A-ADx resulta 


Caríruto 13 — Esprerro, TroREMA EspECTRAL E DINÂMICA QUÂNTICA 405 


ly =UA-aDx-ibe, (A-aDx-ibx) 
=KA-aDx|ê- ibl(A-aDx,x) + ib((A- ax) + |bPxiÊ 
=HA-aDx|P + IbÊIx] 


porque (A-aD* = A*-aI=A-al para ae R. Deste resultado conclui-se 
que Iyil = [bl xl, ou seja, 


1 
lxl=A-AD yls ly, 
y D| Rá 
o que prova que (A-AN1 é limitado. Para provar que D((A-AN-1) = 
Ran(4-AD =X”, basta verificar que o único vetor pertencente a Ran(A — 
AD* é o vetor nulo. Se y e Ran(A- AI)!, então 


0=(d(A-ADx) 
=((A"-ADy,) 
=(A-ADy,x) VxeD(A. 


Como D(A) é denso, (A-ADy=0e y=0 pois todos os autovalores de A 
são reais. Portanto, Ran(A— À1) = .%º e o domínio do operador resolvente é 
denso. Assim, se ImÃ £ O então À € o(4), de modo que o espectro de A só 
contém números reais. Reciprocamente, se O(A) CR segue-se que ti € p(A), 
de modo que (Ati! são operadores limitados densamente definidos, e seus 
domínios podem ser estendidos ao espaço de Hilbert inteiro se A é fechado 
— Exercício 13.1.1 abaixo. Neste caso, Ran(A + il) =. e, se é simétrico, A 
é autoadjunto pelo Teorema 12.23. E 


Teorema 13.5 O múmero real À é um autovalor do operador autoadjunto A se e 
somente se DRA) £ KH. 

Demonstração. Se À é um autovalor de A, existe x £ O em D(A) tal que 
Ax= x. Portanto, para qualquer y € D(A), 


GA-ADy=GA4-ADx,y)=0, 
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isto é, xZ0e x 1 D(Ri(A) = Ran(A-AD. Segue-se que D(R(4)) £ Hº. 
Reciprocamente, se D(Ra (A) £ Xº então existe um vetor x £ O tal que x 1 
Ran(A- AJ), ou seja, 

(o (A-ADy)=0=(0,7) 
para todo y e D(A). Resulta que x e D((A- AD”) = D(A*) = D(A) e (A* — 
Ahx = 0. Como A* = A, segue-se que x é autovetor de A com autovalor 
A 4 


Teorema 13.6 O espectro de um operador autoadjunto é fechado. 
Demonstração. Basta mostrar que p(4) é um conjunto aberto. Seja Ao € p(A). 
Como (A- Ag1)-1 é limitado, existe k > O tal que 


HAx— Agxl| = &llxll 


para todo xe D(A). Se |A—Agl<k/2 e xe D(A), 
k 
4x Agxl|= ||4x— Ax+ (A = Ag)xtl < || 4x — Axlj+ > Ill, 


donde » 
IlAx— Axl| = 7 lx]. 


Portanto, À E p(4) porque Ri(A) = (A- AN”! é limitado e, como À não é 
autovalor de A, o domínio de Ry(A) é denso pelo Teorema 13.5. 


Definição 13.7 O operador autoadjunto A:D(A) — X é positivo se (x,Ax) 20 
para todo x e D(A). 


Teorema 13.8 Se A é um operador autoadjunto positivo, O(A) E [0,00). 

Demonstração. Seja À <0. É imediato que o operador autoadjunto positivo 
A não pode ter autovalores negativos. Segue-se que (A— A 1)! existe e seu do- 
mínio é denso pelo Teorema 13.5, bastando provar que ele é limitado para que 
se tenha À € p(4). Para todo x e D(A) temos (x, 4x) > O e, consequentemente, 


(x (A-ADx) = (x,4x)— Alx,x) 2 |À] Il. 
Com o emprego da desigualdade de Schwarz deduz-se 
IALHxIÊ = O(A AD) <|KAA Dx o => 1C4= A Dxdi= DANI, 


e isto mostra que (A— AJ)! é limitado. E 
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Corolário 13.9 SeacRe A-al cum operador autoadjunto positivo, O(A) E 
La,o0). 


Teorema 13.10 O espectro residual de um operador autoadjunto é vazio. 
Demonstração. Se A é um operador autoadjunto e À E o,(A) então o ope- 
rador resolvente R4(A) = (A- AJ! existe mas seu domínio D(Ra(A)) não é 
denso. Segue-se do Teorema 13.5 que À é um autovalor de A. Mas nenhum 
autovalor pertence a Or (A). Esta contradição prova que o espectro residual de 
Aévazio. E 


Os Teoremas 13.4 e 13.8 são resultados fundamentais para a mecânica 
quântica, Um dos postulados da teoria quântica afirma que qualquer grandeza 
física mensurável é representada por um operador autoadjunto. Como tam- 
bém postula-se que os únicos resultados possíveis da medição de uma gran- 
deza física são os elementos do espectro do operador correspondente, resulta 
que qualquer grandeza física só pode assumir valores reais, e grandezas físicas 
positivas só podem assumir valores positivos. O Teorema 13.10 estabelece que 
os resultados de uma medição pertencem necessariamente ao espectro pontual 
ou ao espectro contínuo do operador associado à grandeza medida. Além 
disso, como todo operador simétrico pode ser considerado fechado porque 
admite uma extensão fechada, a segunda parte do Teorema 13.4 mostra que 
não basta que um operador seja simétrico para que possa representar uma 
quantidade fisica na mecânica quântica. Uma vez aceito o postulado de que 


os valores que uma grandeza física mensurável pode assumir coincidem com 


o espectro do operador associado, somente operadores autoadjuntos podem 
Tepresentar grandezas mensuráveis. 


OprErADOR com Base ORTONORMAL DE AUTOVETORES 

Nos textos de mecânica quântica costuma-se supor ou postular que a cada 
q p' P' q 

grandeza física mensurável corresponde um observável, isto é, um operador 


H 
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autoadjunto ! cujos autovetores formam uma base ortonormal do espaço de 
estados. Isto é impossível, em geral, pois, como já veremos, há operadores 
autoadjuntos associados a grandezas físicas de fundamental importância que 
não possuem autovetores. A recíproca é que é verdadeira: se existe uma base 
ortonormal constituída por autovetores de um operador simétrico, o referido 


operador é autoadjunto em seu domínio natural. 


Teorema 13.11 Seja A um operador simétrico num espaço de Hilbert Hº. Se existe 
uma base ortonormal (en) de Xº composta por autovetores de A, isto é Aen = Anen, 


então A é autoadjunto no domínio 
[a] 9 
D(A) = [re 2/1) 22 1enx)º < oo). 137 
- n=1 


Se o conjunto dos autovalores de A não possui ponto de acumulação, o espectro de A 
consiste na coleção de seus autovalores. 
Demonstração. Seja (en) uma base ortonormal constituída de autovetores 
do operador simétrico A, de modo que Ae, = Anen com An € R. Temos 
y E D(A*) se existe y, € 2 tal que (y,,x) = (4x) para todo x no domí- 
nio (13.7), que é denso porque contém todas as combinações lineares fini- 
tas de elementos de (ent. Decompondo x,y e ys na base (ep; é imediato 
que (en,y+) = An (€n,), donde DL, AZ Ken, y)|? = I1yx É < 00, de modo que 
ye D(A). Segue-se que A é autoadjunto. 

Seja À um número real distinto de todos os autovalores. Se o conjunto 
dos autovalores de A não possui ponto de acumulação, existe e > O tal que 
JA—Anl>e€ para todo n. Consequentemente, 


(em), 


(acanix= 5 qt 


pertence a .X” qualquer que seja x e %” porque 


Send 1 ne 
Diamar“ E Men mÊ= 


. Ou hermitiano, na terminologia dos físicos, que é ambígua porque não faz distinção entre opera- 


dor meramente simétrico c operador autoadjunto. 
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Portanto, |(A-An-Hjsele (A-ANT um operador limitado definido 
em todo o espaço de Hilbert, de modo que À não pertence ao espectro 
deA. E 


Espmplá ps. 13 : : 
q operador bamiltoniano do ojsliados hasihôrógo unidimensioal é é 


nicial D(H) = SR, onde Ea m é vespaço, 
infinitamente diferençiáveis de decrésgimo rápido, 
ué É demo peu ra Dá integração pot partes estabeles 


si de Hé Ê ir que não, possui ne 
| 20, 6 espétro do operador hamiltoniano 
rain por Seus autovalores. 


q 


Sequências DE WeyL E DETERMINAÇÃO DO ESPECTRO 

A determinação do espectro de um operador é, em geral, uma tarefa difícil. 
Para operadores autoadjuntos há um critério muito útil para a caracterização 
do espectro. 


Teorema 13.12 Seja A um operador autoadjunto. Um número real À pertence ao 
espectro de A se e somente se existe uma sequência (Xn) de elementos do domínio de 
A tal que 

Ixal=1 e dim n MA-ADxnl =0. 13.8 


Uma sequência (Xn) com estas propriedades é chamada de sequência de Weyl. 
Demonstração. Seja (x,) uma sequência em D(A) que satisfaz (13.8) e supo- 
nha que À € p(A). Neste caso, Ra(A) = (A— AD! éum operador limitado e 


Exnll= Ra CANA — AD xml < PRACAICA= AD xa] — O para n— oo, 


em contradição com [xpl = 1. Portanto, não se pode ter 1 € p(A) e, por 
definição de espectro, À € o (4). 
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Reciprocamente, se À € o (A) há duas possibilidades: (a) À é autovalor de A; 
(b) (A- AD existe mas não é limitado. No caso (a) basta tomar a sequência 
xn = x com Ilxll=1 e Ax = Ax. No caso (b), existe uma sequência (yp), 
yn EDCA-ADD, liyall= 1 tal que 


IKA=2D yall 2,00. 
Seja (xn) a sequência definida por 


(A-ADT pn 
IICA=AD-yall” 
Segue-se que xn € D(A), |lxnli=1 e 


E Hyall 1 
A-AI = = » 0, 
E Pa IKA=ADynll  INA-AD-! pal 100 


n= 


o que completa a demonstração. E 


Esta é um propriedade notável de qualquer operador autoadjunto: cada 
elemento do seu espectro é aproxidadamente um autovalor. Intuitivamente, 
tudo se passa como se a sequência (xn) do Teorema 13.12 convergisse para 
um autovetor de A com autovalor À. Apesar do seu valor heurístico, esta 
interpretação não pode ser levada ao pé da letra porque o operador À pode 
não possuir autovalores. 


Exémiplo 13ã4 : E 
:i Espectro, ão operador de posição Quem E 
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E] senda de eliiientos do dotiánio de Q que dé con poituadoniçio para 
tima função concentrada em x = À preencha as condição do 
1312. e ea fada nei da segiiência 


VE sejg- ass 


bo 


selx-Al& É 


: 
IQ (Qvanfds cr 0 po para ob 


à al arbitrário, segue-se de ocgia 13. 12 que gi 
ng totalidade a nê números reais: q(Q) * a : 


=idl dx em PR. O número real À elis autos 
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eiada por elementos da domínio de Pitais que ifal= 1. Eu ique 


P=ÂDA)= Áfico- Apto) (vt? EX pita a 


& de; para gre AEB, 


oo a 
up AD fal? = - ia | REP dr 
e 


Pa Ea va 
sl. Ye y Znê pata n- [6.0 


Pelo Teoteinã 13.12, otP)= R. 


Exescício 184.3 


a 12. 22, “mostra qua Ho é um operador posirivos us 


E E FOiv' ads fc mor dx=o, Nye pet. 
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lo Teorema 13:8, o(Hy) E Íb,o0) e os eventuais autovalo: “necesga- 


riaménte não negativos. Se À > O for um autovalor, devemos 


ya = Ay. 


As. soluções lincarmente independentes desta equação são «YZ & e : 
cor nf= VA. Como rieiihuma das duas é de quadrado integrável, “Ha 
dores. Mas podemos buscar autofunções aipiicinaadas essi 

o : , 


Lao Tê “be 
: Ps rins -2irm E: Jorn Ba, 


Ho- Ayala api" (E rena 


=2yn gia ng — 


Pelo “Teorema; 1312, todô À > 0 pertence ao espectro de: 
tró é fechado, conclui-se que o Hy) s [0,00). do 


13.2 Operadores de Projeção 


Dada uma variedade linear fechada M, considere o operador linear Em defi- 
nido da seguinte maneira: decompondo x E .2? na forma x = xm+ Xm, com 
xmeMe xy. eM!, 

EmX=XM, 13.9 


isto é, EM projeta ortogonalmente o vetor x sobre M. Claramente, Em está 
definido em todo o espaço de Hilbert e é um operador linear limitado: 


LEmall = xml < xl 13.10 


porque x? = Ixm I2+ xy |º. Exceto seM = 103, caso em que Em = 0, temos 
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sempre | Emll = 1 porque se xeMe x £0 resulta |Emxll = Ixij. Além disso, o 
operador Em é idempotente, isto é, satisfaz Ei, = Em pois 


E&x= EmBmx = Emim = xm= Emx Vxed. 13.11 
Por fim, Em é autoadjunto já que D(Em) =.” e Em é simétrico: 
Emo) = (ham) = (mo xm) = mo) = (Emp) ViyeX, 13.12 


Isto motiva a seguinte definição geral de operador de projeção ortogonal ou 
projetor. 


Definição 13.13 Um operador linear E definido em todo o espaço de Hilbert HO € 
um operador de projeção ortogonal ou projetor se é autoadjunto e idempotente, isto 
6 E=E'eBê=E. 


Esta definição é adequada porque a variedade linear sobre a qual um pro- 
jetor projeta é fechada. De fato, seja M o conjunto de vetores x e .X” que 
satisfazem x = Ex. Basta provar que se (Xn) é uma sequência de elementos de 
M que converge para x, então xe M. Se x, — x, de 


LEx—xnl= Ex Ex <Elx— x5]]— 0 para n — oo 


decorre que 


x= lim xp = Ex, 
n—00 


de modo que x € M. Note que usamos o teorema de Hellinger-Toeplitz, se- 
gundo o qual um operador simétrico definido sobre todo o espaço de Hilbert 
é limitado. 

Se Ei e E; são operadores de projeção sobre as variedades lineares fechadas 
M e M>, respectivamente, dizemos que E; e E são ortogonais se My e Mp são 
ortogonais. Neste caso, E/E> — EE; — 0. Se M; c M> escrevemos E, < Ep. 
Neste caso, Ej E, = E2 E = Ei. 


13.3 Decomposição Espectral de Operadores Autoadjuntos 


Num espaço vetorial de dimensão finita n, um operador autoadjunto A possui 


n autovalores ay < a <---< a, e existe uma base ortonormal [v), U2,..., Vak 
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do referido espaço vetorial constituída pelos autovetores correspondentes (su- 
pomos não haver degenerescência dos autovalores apenas para simplificar a 
discussão). Seja Ay O projetor sobre o subespaço gerado pelo autovetor vp 
associado ao autovalor ay, isto é, 


n 


v=5 ev => Apr ad. 13.13 
[es] 
Claramente, 
n n n 
v=5 apve=D Ape=() Av 1314 
ka k=1 ka 


e daí decorre a relação de completeza 


n 
DA=T. 1345 
k=1 
Além disso, 
n n n 
Av=) apAvE=) axapve= o apApv 
k=1 k=1 k=1 
donde 
n 
A= 5 arAk. 13.16 
k=1 


Tal como se apresentam, as equações (13.15) e (13.16) não podem ser 
imediatamente generalizadas para dimensão infinita, pois operadores autoad- 
juntos podem não possuir autovetores. No entanto, essas equações admitem 
uma reformulação que também vale para operadores autoadjuntos em espa- 
ços de Hilbert de dimensão infinita. Para cada À € R, defina a resolução da 
identidade ou família espectral E, por 


Ej= D Ap 13.17 
Gp<A 
que projeta no subespaço gerado pelos autovetores com autovalores ap < À. 
Por definição, E, =0 se A<aye, por (13.15), E=IseÃza,. Se Ay < Ap é 
claro que E, Ex, = Ei, Ea, — Ep isto É, Ea, < Ex. Assim, Eq cresce de 0 a 1 
enquanto À cresce de —co a +0co0, é constante nos intervalos abertos que não 
contêm autovalores, e dá um salto de Ay quando À atinge o valor ap. 
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Com f=1ea(A) = E; temos a integral de Riemann-Stieltjes (vide Seção 
6.6) 


oo L 
f dEj= tim f dE, = lim (E, -E-1)=1-0=1. 13.18 
—co L=>c0)-1 L-oo 


Além disso, como Eq é seccionalmente constante e dá um salto de Ay em 
A= ay, o Exemplo 6.6.1 com f(A) = À estabelece que 


oo n 
[ AdE, = VaAp=A. 13.19 
oo k=1 


Para um operador unitário U dotado dos autovalores ay = ei%k, com 0<04 < 


n 
Bp<...<0n<27, podemos reescrever U = e era, na forma 
k=1 


U= [Cear E= > Ap. 13.20 
0 Bu<A 

As representações (13.18) e (13.19) de operadores por integrais de 
Riemann-Stieltjes sobre o espectro não são um exercício inútil de pedantismo 
matemático. Sua grande vantagem reside na ausência de menção explícita à 
dimensão do espaço. Além disso, o parâmetro À varia continuamente, o que 
permite englobar o caso de espectro contínuo. Num espaço de Hilbert de 
dimensão infinita há operadores autoadjuntos que não possuem autovalores. 
Mas, com a coleção de autovalores substituída pelo espectro, a representação 
integral em termos de operadores de projeção permanece válida. 


“Teorema 13.14 (Teorema Espectral) Seja A um operador autoadjunto num es- 
paço de Hilbert Hº. Então existe uma única familia (Ea) de operadores de projeção, 
com À ER, tal que: 
(1) Se Ay < Ap então Ea, Ex, = Ex, Ex = Eay dados xe Hc hER, Eex — 
Epx quando e — 0+; para cada x e Xº, Eyx — 0 para À — —c0e Ex — x 
para À — 00. 
(ii) Pora quaisquer x,y € HO tem-se (0,7) = SE ME). 
(iii) xe D(A) se e somente se [E A dlEj |? < 00. 
(iv) Para quaisquer y E e xe D(A) tem-se (,Ax) = [SS Ad(y, Ega). 
(vw) Se f:R>C uma função contínua, FA) = So FME, é um operador 
linear definido no domínio denso D( f (4) formado pelos vetores x e Hº tais 
que SS AFA P di EsxI? <o0. 
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(vi) FA = [E fAdER 

(vii) Se x € D(F(A) e y E DÍg(A) então (FA gta) = [So LM) 
d(x,Eay). 

(viii) Se (A) = f()+g(A) então AA) é uma extensão de FCA)+ g(A); se h() = 
fg) então h(A) é uma extensão de FLA) g(A). 

(ix) Se x € D(g(A)), n(MI < g(d) e dim fu(d) = f(A) para cada À, então 
Jim fo(A)x = f(A)x. 


Provado originalmente por Hilbert — em 1906 — para operadores auto- 
adjuntos limitados e depois generalizado em 1929-30 principalmente por von 
Neumann, com importantes contribuições independentes de Stone e Riesz 
(Steen 1973), o teorema espectral é um resultado profundo com várias de- 
monstrações disponíveis, todas elas longas e difíceis (Akhiezer & Glazman 
1963, Cap. VI; Riesz & Sz.-Nagy 1955, Caps. VII-IX; Bachman & Narici 
2000, Caps. 23-29; Prugovecki 1981, Seção IIL.6; Yosida 1980, Cap. XT). O 
limite utilizado para definir as integrais de Riemann-Stieltjes de operadores 
envolvidas no enunciado do teorema espectral deve ser entendido no sentido 
de convergência forte de operadores. Além disso, as integrais estendem-se 
apenas sobre o espectro O(A) do operador A. Um operador simétrico também 
admite uma decomposição espectral, mas os operadores (Ea) são projetores 
e univocamente determinados se e somente se o operador é autoadjunto 
(Akhiezer & Glazman 1963, Apêndice 1). Costuma-se escrever simplesmente 


oo 
A=[ AdE,, 13.21 
oo 


cujo significado está dado pelo item (iv) do teorema espectral. 
Na Seção 6.6 a integral de Riemann-Stieltjes / fda só foi definida para 
a crescente. Como E4, Ex, = Ea, Ea, = Ea, Se Ày < Az, segue-se que [Eax? é 


uma função crescente de À, pois é imediato que Ea, — E, é um projetor e 
1Ex X]2 Ea, xP = (Ea, — Ex)xlÊ=0, Az>M. 


Assim, as integrais envolvendo d(x, E1y) = d(Ejx, E) no teorema espectral 
são definidas por meio da identidade de polarização: 


À 
(Ex Eu = (Na REG + leao inÊ = Ee pt 
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- Exemplo 1: 31. a 
Decomposição espectral da opetadér de posição, Q em He = (RA 
» definição da família espectral de O é sugerida pelas manipulações formais 
que se seguéra, familiares dos textos de mecânica quântica. Seja flx)) uma 
“base ortonogrrial Sontínta” “constituída por “antovetores” de Q istoé, : 


Qt = *m), Ely= dt E. 


+ cloro coma. equação (1. 17, escrevemos foialhonte 


fia qe pc ds: 


! Em nd ão 
: j 


4 cuco: xd) 


a uifia a umbiiade nesta. cprereil isola paraid = x. Isto sugere: 


Fa pecado 
EE dies e apo SGA io pio quit gs ud 
E a ceapoo =| O sex>A o ao 
a E Ê E (EMO) sexsÃ YO) sersA do 
aaa o — Sex5A Hs “ sbasA o 


“de mod qui pl do Eu Pi outro dê; paes deter f; g É e E 
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» além disso, 


Rael nba er Iriafda o para € 


Pinalememte, 


ali deus Ei [ irtaidamo 


o af ifidpar= 0; 


do teorema spectral são saiiéfaiias por 


Embora a determinação explícita da família espectral (Eq) de um operador 


autoadjunto seja em geral muito difícil, a mera existência da decomposição 
espectral é suficiente para a obtenção de importantes resultados. 


Teorema 13.15 Um operador autoadjunto À é limitado se e somente se o seu espec- 
tro é Fimitado. Além do mais, O(A) (-Ial, LAW] se A é autoadjunto e limitado. 
Demonstração. Se o(4) é limitado existe a > O tal que o(A) c |-a,a). Logo, 
como a região de integração no teorema espectral não vai além do espectro, 
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páxê= [" 22aypia? < [ “ade <a [ alpudê <p 
-—a = E = 
e A é limitado. Suponha, agora, que A é limitado mas o seu espectro não é 
limitado superiormente. Então existem números reais n> m > LAI tais que 
o projetor E, — Em não é nulo, isto é, existe x % O tal que (E, — Em)x = X. 
Note que 


(En — Em)x selzn 
Eyx=Ej(En- Emx=4 (E -Em)x sem<A<n 
(Ea-Ej)x=0 sel<m 


Portanto, dlE; x]? = d(x,Ejx) = 0 exceto se m<A< n, de modo que 
n du 
JAxfÊ = [ Pale 
m 
n 5 n 
> [ nê dE = m? [ dalEqal? = nº aj? > JAP aê, 
m m 


O que é impossível, Analogamente, prova-se que o espectro tem que ser limi- 
tado inferiormente por —|Al. Decorre ainda deste raciocínio que E, -Em=0 
sempre que n>m>IAloum<ãan<-l|AI, donde se conclui que o espec- 
tro está contido no intervalo de integração que dá contribuição não nula na 
decomposição espectral de A, ou seja, o(A) c [-IAI, 14] l 4 

De acordo com o Teorema 13.8, se A é um operador autoadjunto positivo, 
isto é, se (x,4x) > 0 para todo x € D(A), então O(A) c [0,00). O teorema 
espectral permite uma outra demonstração deste resultado. Suponha que m < 
n<0e E,- Em £0, isto é, existe x £0 tal que (En — Em)x = x. Pelo mesmo 
argumento utilizado na prova do Teorema 13.15, temos que xe D(4) e 


n n n 
(x,4x) E) Adtx, Ex) =[ AdlEpxI? < nf, aNEaxI? = nx? <0, 
m m m 
o que é impossível. 
O teorema espectral estende-se a operadores unitários, isto é, se U é um 


operador unitário existe uma única família espectral (E4) tal que E =0e 
Epa = T em termos da qual 


2x 
U= E) ePgE. 13.23 
o 
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Como Ea, < Ea, para À < Àz, temos 


0 seÃ<0 
Ea= 
I seÃz2m 


e a integração pode ser estendida a toda a reta real: 


oo . 
U= eMdE,. 13.24 


—o0 
Por outro lado, se A é autoadjunto então U = e'à é unitário. De fato, pelo 
teorema espectral, se A= SS Ad EA, então, 
à oo ” 
U=eiá al ei dEj. 
—oo 
É claro que D(U) =X porque le2|=1 e, pelo item (vi) do teorema espectral, 
oo - 
U"= [  etam=e"4, DUN)=9. 
-00 
Finalmente, pelo item (viii) do teorema espectral com f(A) = et e gl) = 
er, 
UU" =U“U=I 
já que tanto UU* quanto U"U estão definidos no espaço de Hilbert inteiro. 
De acordo com estes resultados, se H é um operador autoadjunto e definirmos 


; oo : 
set | eldE, TER, 
—00 


então U, é uma família uniparamétrica de operadores unitários com as seguin- 
tes propriedades: 


U=1, UUs=Ums Us-U-'=U;. 


Reciprocamente, uma família uniparamétrica de operadores unitários define 
um operador autoadjunto. 


Teorema 13.16 (Stone) Seja U, unitário para cada t E R e suponha que se t — tg 
então Ux — Ux para todo ye Re todo xe HE. Se U(Us = U,+s para quaisquer 
tsER, existe um único operador autoadjunto H tal que U, = e!B, O vetor 
xe D(H) se e somente se Go MU, — Dx converge quando t=> 0, neste caso, o 
vetor Aimite é Hx. 
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A demonstração deste teorema não é trivial e pode ser encontrada, por 
exemplo, em Reed & Simon (1980, Seção VII.4). 
Note que, pelo teorema de Stone, se P(t) = UpF e D(H) temos 


o Pt +HAM-Y() E 1 
E -“V)y 
A iAt A, sx (Uiras = Us) 
1 
= lim (Us = DU Y = HU. 
do, sas (Uae— DU : 


Escrevendo — H/h no lugar de H resulta 


AVL) 
dt 


ih =HY(), 13.25 


que é a equação de Schródinger se H é o operador hamiltoniano, e 
U=e ht 13.26 


é o operador de evolução temporal. 


13.4 Probabilidade, Comutatividade e Compatibilidade 


Seja Q o operador de posição em L2(R) e seja 1 = (a,b] um intervalo da reta 
real, Se 184) é a família espectral associada a Q, defina E; = Ep — Eu, que éum 
projetor, como se comprova facilmente. Além disso, de acordo com (13.22), 
víx) sexel 
E, = ê 13.27 
(Er) (e) | O sexgT ) 
Portanto, se Pré a função de onda normalizada de uma partícula no instante 
t, a probabilidade P,;(1) de se encontrar a partícula no intervalo 1 no instante 
té ” 
PD= | NoooPda= [ervoctar= Worrvo. asa 


Se Q!D,..., Q! são os operadores de posição em L?(R”) definidos por 
(QU te, ind) Ef a), REI, gm 
com domínios óbvios, então 


(o) 2) YO...) sexp=Ã 
Es Wo | a dia 13.29 
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é a família espectral de qt. Conseguentemente, a probabilidade de se ter 
x1€ 1,...,Xn € In simultaneamente no instante í é 


by ba ; 
Ph,..olh) -[ =) EE. Xn)lÉdxy ec dXa 
a Gn 13.30 


= (EE piigro, 


Mais geralmente, sejam Dom grandezas físicas mensuráveis cujos 
operadores autoadjuntos correspondentes são AMD, ..., AD, com as respectivas 
famílias espectrais ED, ..., E, Então, é um postulado da mecânica quântica 

p ] A > P q 
von Neumann 1955, Seção JIL.1) que a probabilidade de que, numa medição 
ç queap que, ç 
no instante t, as quantidades AD, 248) assumam valores nos respectivos 


intervalos h,...,1n é dada por 
P(sMEn, SD eIm)= (PED. Ef,). 13.31 


Note que esta probabilidade é bem definida se e somente se a cada ope- 
rador A? corresponde uma única família espectral EP, Mas isto ocorre se e 
somente se AÍB é autoadjunto, não basta ser simétrico (Akhiezer & Glazman 
1963, Apêndice 1). Na mecânica quântica, portanto, a cada grandeza física 
mensurável tem que ser associado um único operador autoadjunto. ? 

Mas uma importante ressalva precisa ser feita. À ordem de D,..., 0 
é arbitrária no processo de medição, pois todas as grandezas são medidas no 
mesmo instante t. Portanto, o segundo membro. de (13.31) não pode depen- 
der da ordem, isto é, os operadores de projeção FE chi devem ser comu- 
tativos, o que implica a comutatividade dos operadores AD, AUD, Assim, 
só é possível definir uma probabilidade conjunta para o resultado de medições 
de grandezas físicas compatíveis, isto é, cujos operadores correspondentes 
comutam entre si. Notemos, ainda, que está implícito em (13.31) que uma 
grandeza física só pode assumir valores no seu espectro. De fato, se o intervalo 
Iy está fora do espectro de AM então ES é constante em Ip e ES =0, donde 
segue-se que a probabilidade correspondente é zero. 


. Na presença das chamadas regras de superseleção a recíproca não é verdadeira: nem todos os opera- 
dores autoadjuntos correspondem a grandezas físicas mensuráveis e o princípio da superposição 
deixa de valer no espaço de Hilbert inteiro (Jordan 1969; Streater & Wightman 1964). 
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À noção de comutatividade, que desempenha um papel tão importante na 
interpretação física da mecânica quântica, merece uma discussão mais deta- 
lhada. Se A e B são operadores definidos em todo o espaço de Hilbert, dize- 
mos que eles comutam ou são comutativos se ABx = BAX para todo x e Xº. 
A comutatividade de operadores ilimitados é um problema mais delicado. Por 
exemplo, se O é o operador nulo e A é autoadjunto porém ilimitado, AQ está 
sempre definido, mas 0A só está definido sobre D(A). Assim, estritamente, 
AO £ 04 porque os domínios são distintos, de modo que A não comuta com 
0, um estado de coisas altamente insatisfatório. Sejam A e B operadores auto- 
adjuntos limitados definidos em todo o espaço de Hilbert, com as respectivas 
famílias espectrais EM e Ei Então, se B comuta com EM temos 


Co oo 
aB=([" 2a59)5= [oram 
-—00 —00 


oo oo 
=| AdBES)-B f Ade 
ia i 4 4 —00 Rá 


=BA 


sobre todo vetor de .X”, de modo que B comuta com A. Reciprocamente, se 4 
e B comutam pode-se provar (von Neumann 1955, Seção 11.10) que B comuta 
com EM para todo À. Temos, portanto, o seguinte teorema: os operadores au- 
toadjuntos limitados A e B comutam se e somente se as correspondentes famí- 
lias espectrais comutam, isto é, E glB) E ER pr Em face deste resultado, 
adota-se a seguinte definição de comutatividade de operadores autoadjuntos, 
sejam eles limitados ou ilimitados. 


Definição 13.17 Os operadores autoadjuntos A e B comutam se e somente se as 
respectivas resoluções da identidade E? e ER: comutam, ou seja, 


(A ptB) + — p(B) A) 
Ej Ep x=Ep Efx 13.32 
para todo xe Hº e todos os números reais À, À. 

Segundo esta definição, o operador nulo comuta com qualquer operador 
autoadjunto A. Com efeito, a família espectral EO do operador nulo é ED =] 
seA>0C EM =0seA<0. Portanto, E? comuta com a resolução da identi- 

A A s 


dade pl de qualquer operador autoadjunto 4. Da mesma forma, um múlti- 
plo do operador identidade comuta com todos os operadores autoadjuntos. 
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Definição 13.18 Duas grandezas físicas 4 e 2 são ditas compatíveis se os opera- 
dores autoadjuntos correspondentes, A e B, são comutativos. Se A e B não comutam, 
as grandezas físicas 4 e B são ditas incompatíveis. 


PrincíriO DA INCERTEZA 

Heisenberg, em 1927, descobriu o princípio da incerteza, um resultado crucial 
da mecânica quântica e uma das maiores descobertas científicas de todos os 
tempos: duas grandezas físicas incompatíveis não podem ser medidas simulta- 


neamente com precisão absoluta. 


Definição 13.19 Ses éuma grandeza física com operador autoadjunto associado 
A, o valor esperado ou valor médio de 4 no estado normalizado y E D(A) é 
denotado por XA)y e definido por 


(Ay = AD. 13.33 


Aincerteza em & ou dispersão de S no estado normalizado y E D(A4?), denotada 
por AyA, é definida por 


AgÃ= (Ay — CA = IA (Ap DyI. 18.34 


Note que a incerteza na grandeza física 2/ no estado qy é zero se e somente 
se 1y é autovetor de A com autovalor (A)y . Vale destacar, ainda, que a segunda 
igualdade em (13.34) mostra que a incerteza em «/ no estado 1 está bem 
definida bastando que y E D(A). 


Teorema 13.20 Sejam 4 e B grandezas físicas incompatíveis, com operadores 
autoadjuntos correspondentes A e B. Sey ED(A)ND(B), Ay E D(B), Bye D(A), 
então 

Ay AbyB=5MAB- BA. 1335 


Demonstração. Note que 4'= A-(Ajyl e B'=B-—(B)yl satisfazem A'B' — 
B'A'= AB- BA. Além disso, AyA= ILA“pll e AyB = |1B4y|). Por um lado, 


KAB-BAg|=KA'B' BA < KA By + IB Ay. 
Por outro lado, como A' é autoadjunto, 


KA'BYyl= 1a, A Bqi=KAy, Bs IA PIB pi] = Ap AAyB, 
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onde usamos a desigualdade de Schwarz. Como a desigualdade acima perma- 
nece válida se a ordem dos operadores for invertida, temos 


KAB-BAy|<28y AMB 
e a demonstração está completa. 


Se Q é o operador associado a uma coordenada cartesiana de posição e seu 
momento canônico conjugado é representado pelo operador P, temos QP — 
PQ=ihle(13.35) toma a forma 


h 
AyvQApP=s, 


que é o princípio da incerteza como originalmente descoberto por Heisenberg. 


Cozarso DO PacorE DE ONDAS 

Outro postulado fundamental da mecânica quântica, especialmente salientado 
por von Neumann, diz respeito à modificação do estado do sistema quântico 
provocada por uma medição ideal. Se num dado instante o sistema encontra- 
-se no estado 'F e a medição simultânea das grandezas físicas compatíveis 
SU, ...,24 4 só determina que seus valores pertencem, respectivamente, aos 
intervalos f1,..., In, O vetor de estado sofre à mudança abrupta 


(1) (1) 
ER... Ep 


TT DR E 
182. ER y] 


13.36 


conhecida como redução ou colapso do pacote de ondas, um processo irre- 
versível que não pode ser descrito pela equação de Schrôdinger. Isto assegura que 
uma nova medição imediatamente após a primeira terá como resultado que 
os valores de 4 (D,...,o/tm pertencem aos mesmo intervalos 1,..., In com 
absoluta certeza, isto é, com probabilidade um. Este é o mais controvertido 
de todos os postulados da mecânica quântica, e numerosas teorias têm sido 
propostas que envolvem modificações da mecânica quântica de modo a in- 


duzir o colapso dinamicamente — para uma extensa discussão, vide Bassi ez 
al. (2012). 


13.5 Dinâmica Quântica 


A dinâmica de um sistema quântico é caracterizada pelo seu operador hamil- 
toniano, que corresponde à energia total do sistema e determina a evolução 
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temporal do seu vetor de estado. A interpretação física da teoria quântica exige 
que o operador hamiltoniano seja autoadjunto. Costuma ser fácil encontrar 
uma expressão formal para o operador hamiltoniano, mas é preciso especificar 
seu domínio para que fique definido um operador autoadjunto. O problema 
matemático primordial, portanto, é o de provar que o operador hamiltoniano 
dos sistemas físicos fundamentais é autoadjunto. 


OpERrADOR HAMILTONIANO DA PARTÍCULA LIVRE 
Comecemos com o problema mais simples, de definir o operador hamiltoni- 
ano da partícula livre em três dimensões. 


Definição 13.21 O espaço de Sobolev H” (R”) é definido por 
HT(R) = (fe PR fe LR, 1337 


onde |kl = (K$+...+ k2)"2 As derivadas de uma função f E HP (R") são definidas 


por 
daf = (Cit) fu) 13.38 


e todas elas pertencem a LR") desde que lal < m. 
Conforme o Lema 9.30, esta definição de derivada coincide com a usual 
se fe SAR. Se fig e H”(R?) temos 
[ECN Do) dx= (80h) 
CACO NTÃCS) 
= (Dig, fp) 
= (Di (dag), |) 
= (048, f) 
EE | 800 (0 dx = (1) ã | Dag) (a) fo) dx 


13.39 


para laj < m. Isto caracteriza H”(R”) como o conjunto das funções que 
possuem derivadas no sentido de distribuições até a ordem 7 e essas derivadas 
estão em LR"). 

O espaço de estados de uma partícula livre de massa m sem spin no espaço 


tridimensional é L12(R?). O operador hamiltoniano correspondente é 


Ho=-—AÀ 13.40 
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onde 
É + E + E 3.41 
=55+t55+t>5 13.4 
dx dy dz? 
é o operador laplaciano. 
É necessário especificar um domínio em que Fo seja autoadjunto. Para 


tanto, o espaço de Sobolev H2(R?) revela-se talhado à perfeição. Definamos 
AP) = (PIO), veHAR?). 13.42 


Em consequência, o operador Hy definido por 


A : 
Hoy = mito D(Ho)= HER?) 13.43 


é autoadjunto porque é unitariamente equivalente ao operador de multi- 
plicação 
ai LR 
(UrHoU; Jp(k) = 2a tuo, Aa 
DI?) = tgp e LR") RUI) e TR, 


o qual é trivialmente autoadjunto. 


EvoLução TemporaL E Dispersão DOS PACOTES DE ONDAS 
A evolução temporal de um pacote de ondas inicial Wo é determinada a par- 
tir de 


w(,0) = e Holy) 


: ça 13.45 
= UplUpe HS Urapolx) - Uple hm, 


onde usamos (13.44). O aparecimento de um produto de funções indica que 
a equação acima deve envolver uma convolução. Infelizmente, não é possível 
usar o teorema da convolução diretamente porque eciti2mh não pertence 
a TR). A fim de obter uma fórmula explícita para 1y(x,t), sem almejar a 
máxima generalidade, suponhamos que Yo, yo E LHR?)n L2(R?) e, com um 
apelo ao teorema da convergência dominada, escrevamos, com € > 0, 


1 ; i - 
wlx = SD eitxo thR Im cp dk 
À Eur o 13.46 
o tim sa eitre ih teme pk) dk. 


CaríruLo13 — Especrro, Teorema EspecrRAL E DiNâmica QuÂnTICA 429 


Usando o teorema de Fubini temos 


E eikxprithtêm e 5 (dk 
K 


E ago 3 ikx —ithki2m ekê iky 3 
A Ma “fee e ee vol dy 


= 3 ik(x-y) ,-ithk?/2m-ek? 43 
= Bar hos vvoty [e e dk 
1 3/2 k-y2 


DA umy2 
E pi ni E e Serihiim a? , 
CmB (c+ iht/amt2 f: Folga» 


13.47 


onde a raiz quadrada deve ser tomada com a parte real positiva. Substitutindo 
(13.47) em (13.46) e passando ao limite e — O por meio do teorema da con- 
vergência dominada, obtemos, finalmente, 


3/2 Po imiÊ E 
) lee a vogndy. 13.48 
m 


vipi= it 


Deste resultado infere-se imediatamente que 


3/2 
) Hryolh - 13.49 


m 
nisi 

ly Is Seb 

Se Y é um conjunto compacto em 3 com volume V, a probabilidade de se 

encontrar a partícula em Y no instante t é 


Pxev;D= hm, nrdixs (505) pol V 0. a350 


e] 
2xht 
Portanto, o pacote de ondas da partícula livre alarga-se inexoravelmente: a 
partícula escapa para o infinito e a probabilidade de encontrá-la em qualquer 


região finita do espaço tende assintoticamente a zero. 


PERTURBAÇÕES DE OPERADORES ÁUTOADJUNTOS 

É lastimável, mas é um fato da vida, que a soma de operadores autoadjuntos 
não é necessariamente um operador autoadjunto. Na mecânica quântica não 
relativística, o operador hamiltoniano — também conhecido como operador 
de Schrôdinger — é tipicamente da forma Ho + V, onde Ho é o operador 
hamiltoniano de uma partícula livre ou soma de operadores hamiltonianos 
de partículas livres e V é uma função real, cujo operador de multiplicação 
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associado é também simbolizado por V. Como já vimos que Hy é um ope- 
rador autoadjunto relativamente fácil de definir, é de se esperar que H seja 
autoadjunto se a energia potencial V for uma “pequena” perturbação de Hp. É 
preciso, portanto, definir com precisão o que significa dizer que V é pequeno 


relativamente a Ho. 


Definição 13.22 Sejam Ae B operadores densamente definidos num espaço de 
Fhilbert Hº. O operador B é menor que A no sentido de Kato se D(B) O D(A) e 
existem múmeros reais0O<a<1eb>0 tais que 


HBxll=allAxil+ bx VxeD(A). 13.51 


Se D(B) > D(A) e existem números reais não negativos a e b tais que a 
desigualdade (13.51) se verifica, diz-se que B é limitado relativamente a A 
ou, simplesmente, A-limitado. O ínfimo de todos os números a para os quais 
existe um correspondente b é às vezes denotado por Na(B). Assim, B é menor 
que À no sentido de Kato se B é A-limitado com NA(B)<1. 


Teorema 13.23 (Kato-Rellich) Se A éum operador autoadjunto e B é um ope- 
rador simétrico menor que A no sentido de Kato, então A+ B é autoadjunto com 
D(A+B)=D(A). 

Demonstração. Pelo Teorema 12.24, o operador C = A+B com D(C) = 
D(A) é autoadjunto se Ran(C+ IAN) = para algum À E R140). Como A é 
autoadjunto e iÀ não pertence ao seu espectro, Ry = (A-iA1) | éum operador 
limitado. Note que 


C-iAI=(+BRMA-IAD. 


Como Ran(A-iAN) =X pelo fato de A ser autoadjunto — Teorema 12.23 
—,a fim de provar que Ran(C — iAN) =X precisamos provar que Ran(! + 
BRa) = Xº. Para tanto, basta mostrar que para |À] suficientemente grande 
tem-se ||BRal| < 1, pois neste caso uma expansão em série de potências (série 
de Neumann, Problema 11.6) estabelece que (1+BRa)| existe e está defi- 
nido em todo o espaço de Hilbert » & como consequência, que 1 + BR 
é um operador limitado com Ran(J + BR) = &º. Para qualquer x e Xº as 
desigualdades 


1 
IlBaxlls bol e IARaxli<I|x]] 
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decorrem da igualdade |(A- AD IPÊ = | Ay|2 + AB IlyIÍ? com ye DA) ex= 
(A- AD. Usando (13.51) com y = Rx no lugar de x, somos conduzidos a 


b 
IIBRaxll < all ARgxll+ bIlRaxll < (a+ sabe 


de modo que ||BRall <1 para A] suficientemente grande. Como o mesmo 
argumento se aplica trocando À por —A, a demonstração está completa. | 


Há uma classe consideravelmente extensa de potenciais com a propriedade 
de o operador de multiplicação associado ser menor, no sentido de Kato, que 
o operador de energia cinética Hy. Vamos restringir a discussão ao caso de 
uma única partícula. 


Teorema 13.24 Seja H = Ho+V, onde Ho está definido por (13.43) e (13.44). 
Se a energia potencial pode ser escrita na forma V = Vi + Va com Vi € VAR?) e 
Vo uma função limitada, então o operador H = Ho + V é autoadjunto com DU) = 
DC) = H2(R?). 

Demonstração. É imediato que o operador de multiplicação por V é simé- 
trico e a desigualdade imediatamente abaixo estabelece que D(V) > D(H). 
Com Ily'lloo = SUP xers (2), temos 


VAI = VAI oo + IIV2 lool II 


desde que seja |ihlloo < 00 para todo & E D(Ho). Para provar isto, a observação 
crucial é que (Ik|? +)! é uma função de quadrado integrável em Rê na 
variável k para todo y > 0. Para p E HR?) tem-se que (Ik|? +r)dE LAR?) e, 
pela desigualdade de Schwarz, 


“BI = 1KP +73 H0RÉ + Ph = IK + NR + GI]. 
Portanto, 
Co plo = sup / ep ak 
xeg3! dê 


<Ilgih 
=P +97 (KG A PG) 
=" (ILHodll+ IG)» 


to 


432 Convrre À Física MATEMÁTICA 


onde, a bem da simplicidade, tomamos A2/2m = 1. Escolhendo Y tal que 
ya *PailVill<1 resulta 


HV Il =< all Hogll+ bIIg)| 


com 0<a<1,o que, em virtude do teorema de Kato-Rellich, completa a 
demonstração. E 


: Exercício 13.5,1 ráfiio o JR S E E 
: Prove que |Idkf? + y?)"Hl = my"12, Mostre que (2 + y"1 não é de 
- quadrado integrável em RR” se n>3, O que se pode concluir disto? 


0) físico-matemático japonês Tosio Kato foi o primeiro a provar, em 1951, 
que o operador de Schródinger de um átomo com qualquer número atômico 
é autoadjunto. Aqui consideraremos apenas o caso do átomo de hidrogênio. 
Uma prova do teorema da Kato para um átomo qualquer pode ser encontrada 
em Reed & Simon (1975, Seção X.2). 


Teorema 13.25 O operador bamiltoniano do átomo de hidrogênio 


h2 
H=-"DA-L roll 
2m r 


é autoadjunto com D(H) = HR). 

Demonstração. O potencial V(x) = —e2/r pode ser escrito como V=1V + 
-q)V=Vi + Vo, onde x, denota a função característica — vide Definição 
A.6 no Apêndice A — da bola unitária Bi=(xeR||x|<1). É imediato 
verificar que 9 E LAR) e VW é função limitada. Pelo Teorema 13.24, H é 
autoadjunto no domínio DM) =H2(R'). E 
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Problemas 
13.1. Seja A: 12 — 12 definido por 


$ é 
Ax= Alfrêo Emo) = (0, Di E). 


(a) Prove que não possui nenhum autovalor. (b) Determine os autovalores de 
A*. (e) Prove que |AJ=A*|=1. 


13.2. Seja 12,,+(0,1) o conjunto das funcões de quadrado integrável e contí- 
nuas em [0,1]. Encontre os autovalores e as autofunções do operador 


1 
(XP) = Í uv fay 


em Le sne(0,1), onde u e v são funções contínuas fixas e não nulas. Mostre que 
K é limitado e determine sua norma. 


13.3. Seja T:1º — | o operador linear definido da seguinte maneira: se 
x=(61,62,..)€ 19, então Tx = (€2,€3,...). (a) Mostre que À é um autovalor 
de T'se |A|<1. (b) Mostre que À é um valor regular de T se |A|>1. (e) O que 
se pode concluir sobre o espectro de T? 


13.4, Sejam P e Q projetores num espaço de Hilbert. Determine condições 
que devem ser satisfeitas para que: 

(a) P+ Q seja um projetor; 

(b) PQ seja um projetor. 


13.5. Seja te) uma base ortonormal num espaço de Hilbert Xº e A:.%€ — 
Hº o operador linear definido por Ae, = aten — ens1, onde 2 E C. (a) A é 
limitado? (b) A possui autovalores? (c) Prove que a € o,(A). 
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13.6. O espectro de um operador ilimitado não precisa ser ilimitado. 


Determine o resolvente do operador A em 12(0,1) definido por 
Af=F, D(M)=tfe HOM] f(0)=0; 
e conclua que seu espectro é vazio (logo, limitado). 


13.7. Determine os autovalores e as autofunções do operador 


1 
tapto=2 [ Qxy-x-y+Dfydy 


em L2oni(0,1). 


con 


13.8. Determine os autovalores e autovetores, se existirem, dos operadores de 
criação e aniquilação definidos no Problema 12.4. 


13.9. Seja P um operador de projeção ortogonal diferente de zero e da identi- 
dade num espaço de Hilbert. Prove que todo À £ 0,1 é valor regular de P, isto 
é, P-AI tem inverso limitado. Portanto, o espectro de P consiste em (0,1). 


13.10. Prove que o número complexo À pode pertencer ao espectro de um 
operador unitário somente se |Al =. 


13.11. Seja A um operador linear em L2(R) tal que D(A) = .Z e Ran(A) Cc. 
A distribuição temperada T é uma autofunção generalizada do operador À 
com autovalor À se 


T(AW) = A T(P) para todo pe. 


Seja Ty a distribuição temperada associada à função fp(x) = e'P* por meio de 


Told) = [ fprl)pldx. 


Prove que T, é uma autofunção generalizada do operador —id/dx com auto- 


valor p. 


13.12. (a) Sejam X um espaço normado e S,T e L(X) tais que S=S,7º-T 
eST=TS.ProvequeS=Tou||S-TI|>1. (b) Seja. um espaço de Hilbert. 
Se P e Q são projetores em .%” tais que PQ também é um projetor, então 
P=Qoul|P-QI=1. 
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13.13. Seja q: [0,1] — R uma função contínua não nula e considere o opera- 
dor A: [2(0,1) — 12(0,1) definido por 


1 
(ADO = pl) Ii o fudr. 


(a) Prove que A é positivo e autoadjunto. 

(b) Prove que existe À > 0 tal que 42 = AA. 

(c) Determine V/A. 

(d) Prove que A é um projetor não nulo se e somente se ho pl dt=1. 


13.14. Seja X = C[0,1], o espaço de Banach das funções reais contínuas em 
[0,1] com a norma do supremo. Seja A: X — X o operador linear definido por 


(anca = [ (-DfWdt, 0<x<1. 
0 


(a) Determine A7!, o que inclui especificar o seu domínio. (b) Prove que A é 
limitado mas A”! é ilimitado. (c) Prove que A não possui autovalores. 


13.15. O operador linear definido em C[0,1] — com a norma do supremo — 
por 


x 
HJ) fi)dt se0O<x<1 
(Ap=4 


fo se x=0 


é limitado? Se a resposta for positiva, determine sua norma. Mostre que A tem 


uma infinidade contínua de autovalores e encontre as autofunções associadas. 


13.16. Considere o espaço vetorial das funções infinitamente diferenciáveis 
em [0,1] que se anulam na origem juntamente com suas derivadas de todas as 
ordens (este espaço contém, por exemplo, a restrição a [0,1] da função definida 


por elix 


parax>0€ 0 para x<0). Seja X este espaço vetorial equipado com 
a norma do supremo e defina A: X — X por Af = f'. (a) Prove que A não 
é limitado. (b) Mostre que, para qualquer 2 € C e qualquer g € X, a equação 


(A-4) f = g possuí uma solução em X, de modo que o espectro de A é vazio. 


1 
Formalismo Cego e “Paradoxos” da 
Mecânica Quântica 


Um grau considerável de negligência no que concerne ao rigor matemático é 
perfeitamente aceitável na física teórica, e provavelmente indispensável para o 
seu progresso. ! No entanto, a prática — infelizmente muito difundida — de 
reduzir a matemática da física teórica a um formalismo cego e desenfreado, 
mero catálogo de procedimentos mecânicos supostos válidos irrestritamente, 
não raro conduz a falsos paradoxos. A falta de preocupação com a definição 
precisa dos entes matemáticos envolvidos na expressão de grandezas físicas 
torna impossível identificar as causas dessas aparentes contradições. Os exem- 
plos a seguir ilustram, em problemas físicos simples, erros, ambiguidades ou 
“paradoxos” cuja resolução só é possível por meio de uma abordagem matema- 
ticamente rigorosa. Nossa discussão baseia-se em parte no excelente artigo de 
Gieres (2000), onde muitos outros detalhes podem ser encontrados. 


14.1 Partícula Numa Caixa 


Considere uma partícula de massa m restrita ao intervalo (0,4) por paredes 


impenetráveis: o potencial V'(x) a que a partícula está sujeita é, formalmente, 


- Davey (2003) defende uma posição bastante sensata quanto ao papel do rigor matemático na 
Física. 
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| O sexe(0,a) 
VOO) = 
co sexég(0,a) 


O operador hamiltoniano 


h d? 
H= “Mao 141 
com domínio 
D(H) = (fe H2[0,a] | f(0) = f(a) = 0) 42 


é autoadjunto. 

A fim de justificar esta assertiva, adotemos a mesma técnica empregada no 
Exemplo 12.4.2. Se g E D(H'*) existe g, € L2(0,9) tal que (g.,f) = (gHPf 
para todo fe D(JN), isto é, 


= e] h2 ao A 
É g(0)fl)dx= “ml, go f dx VfeD(H). 
o 2m Jo 
A função he L2(0,a) definida por 
x x x 
h(o) -[ lx ngnar=» g (nat [ tex(tdt 
0 o 0 
é absolutamente contínua em [0,4] e satisfaz 
x 
n'to= [ getnde, h'= go. 
0 


Logo, h' é absolutamente contínua e A” e L2(0,4), ou seja, he H2[0,a]. Com 
a ajuda da função h, para cada f e C$º(0,4) c D(H) podemos escrever 


a a = 
Í 8x Giftoax= [ Woo ftodx=6ofco], - [ HF Cdx 
0 0 0 
al PA A 
=-[ W6df todx= HF co; + [ ho) f" dx 
0 (o) 
a 
= [ ho) f" to)dx 
(d) 


porque tanto f quanto f' anulam-se em x=0 e x= a. Consequentemente, 


[ln Eg)corcoar=o vfecS(0,) 
o 2m ad 


Capíruro 14 — FormaLismo Cego E “ParADOXOS” DA MECÂNICA Quântica 439 


Segue-se que a função h+(h2/2m) g é uma distribuição cuja segunda derivada 
ézero: 


hr HR h 
o h"'=— tg= o MisiE A Hr 
(1145558) ' 8 E 2mº 


Além disso, para quase todo x € (0,4), temos (vide Exercício 9.2.1) 


n 
“amet =h(x)+ Ax+B, AeB constantes, 


o que mostra que g € H2f0,al. Assim, D(H*) c Hº/0,al. Por outro lado, se 
ge H2[0,4] está no domínio de H*, tem-se H*g = —(hº/2m)g” e 


R— = 
(GHD-UP = Blairo -FOf(=0 VfEDUD. 143 


Como os valores de f'(0) e f'(a) são arbitrários, todos os elementos do do- 
mínio de H* devem satisfazer g(0) = g(a) = O para que (14.3) seja válida. 
Assim, as funções do domínio de H* satisfazem as mesmas condições de 
contorno que as funções do domínio de H, de modo que D(H) = D(H) e, 
neste domínio comum, 
A hn a? 
H Ha 14.4 
Há múltiplas maneiras de fixar o domínio do operador —d?/dx? em 
12(0,4) de modo a torná-lo autoadjunto (Bonneau, Faraut & Valent 2001). As 
condições de contorno (14.2) decorrem de argumentos físicos. No caso de um 
poço de potencial de altura finita Vo, a função de onda de uma partícula com 
energia E < Vo decresce exponencialmente à medida que se penetra na região 
classicamente proibida (fora do poço), e tende a zero em toda essa região no 
limite Vo — 00. Isto indica que as funções de onda da partícula numa caixa 
devem se anular fora da caixa e sobre suas paredes; no caso, x=0e x=a. 


Às autofunções normalizadas de H são 


2 nax 
Ynlx)=1/-sen——, nen, 14.5 
a a 


com as respectivas energias 


nn? 


=>. 14.6 
2ma? 


Rn 
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Os vetores tn) constituem uma base ortonormal de 12(0,9). Pelo Teorema 
13.11, o espectro de H consiste somente nos seus autovalores. 
Consideremos o estado normalizado 


/30 
Wa) = os x(x— a) 14.7 


e busquemos calcular a dispersão da energia neste estado, definida por 


AvH=, (EP) — (Ep 148 
Por um lado, 
€EDy = ty, Hy) 
“pa h2 dy 
- [ vCO(- mms )dr 14.9 
nê 30 [4 5h2 
= À x(x— a)2dx = ma 


Por outro lado, 
h2 2 dt 
Hy= ( ) w 


| =) 14.10 
2m) dx Ê 
e concluimos sem mais delongas que 
EP yy =, Hp) =0. 141 


Uma vez substituídos em (14.8), os resultados (14.11) e (14.9) dão uma dis- 
persão da energia imaginária! 

Há fortes razões para desconfiar de (14.10) e de (14.11). Como o operador 
Hº representa uma grandeza física positiva, o seu valor médio deve ser positivo 


em qualquer estado. De fato, como H é autoadjunto, deveríamos ter 


R dy 30h“ 


a 
CAN 2) = = CD Ao “Wa! 
(H de= to = cry to = | 2m dx CE mas! 


o que conduz a 


v5 hê 
Ayd=v5—s, 14.13 
tá ma”? 


que faz sentido. 
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Há algo de errado: as equações (14.11) e (14.12) são mutuamente contra- 
ditórias! A fonte do erro é a desconsideração do domínio do operador Hº. 
A função de onda y dada por (14.7) pertence ao domínio de H, mas Hy, 
sendo uma função constante diferente de zero, não pertence ao domínio de H 
porque não se anula em x=0 e x= a. Portanto, 1 não pertence ao domínio 
de HH? e a equação (14.10) é destituída de significado. 

Note que, de acordo com a equação (13.34), a incerteza na energia pode 
ser calculada por meio de AH =|(H-HyDy'l, que só exige que y € D(H). 
Como 


(Ag DÊ = (CH (Hg DC (Hoy DD = (HE, Hg) — (DA, 


porque H é autoadjunto, confirma-se o resultado (14.13). 

“Paradoxos” análogos ao que acabamos de discutir aparecem na aplicação 
do teorema de Ehrenfest a uma partícula numa caixa (Hill 1973) e no cál- 
culo perturbativo, em primeira ordem, da correção relativística da energia do 
estado fundamental do átomo de hidrogênio (Lieber 1972). 

Problemas relacionados à interpretação física e à descrição matemática ade- 
quada de partículas confinadas por barreiras impenetráveis, particularmente 
no que diz respeito ao operador que se deve associar ao momento linear, 
continuam sendo debatidos pelos físicos (Bonneau, Faraut & Valent 2001; 
Garbaczewski & Karkowski 2004). 


14.2 Momento Angular 


Em coordenadas esféricas, a terceira componente cartesiana do operador mo- 
mento angular de uma partícula escreve-se 
fe) ) Ro) 


=> j=-iho— 14.14 
ôx 


ETçO) 
L;=xPy-yP;= =infeço -y E 


onde «p é o ângulo azimutal. Como q € [0,27], há uma infinidade de exten- 
sões autoadjuntas de —iô/0% (veja o Exemplo 12.5.1). A escolha da extensão 
apropriada é ditada por razões físicas. A função f(x,3,2) = e ++) eyi 
dentemente pertence ao domínio de L, e é invariante sob rotações dos eixos 


cartesianos. Isto significa que f não é afetada por uma rotação de 27 radianos 
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em torno do eixo z, de modo que o domínio de L; deve ser composto por 
funções periódicas de período 27: 


D(L;)=(fer0,2m|feH'0,27] e f(0) = f(2m). 14.15 


O operador L, possui uma coleção discreta de autovalores e autovetores: 
imp 
v2m 


Como ftymmez é uma base ortonormal de I2 (0,27), os autovalores fmhi 


Lym=miym, Ymlp)= , MEZ, 14.16 


compõem a totalidade do espectro de Lp. 

O operador correspondente ao ângulo azimutal p — que, por simplicidade, 
também será denotado por q — é o operador de multiplicação usual definido 
sobre todo o espaço de Hilbert Xº = [2(0,27): 


(pu) (q) = ql), Dip) = 12(0,2m). 1417 
Os operadores qp e L; obedecem formalmente à relação de comutação 
lo Lil=pL;-Lop=ihl, 14.18 
da qual se deduz 


h= Yo lp LAP) = Wo PLAY m)— Mm LP m) 
= Êo PY m) —LWm PWm) 14.19 
MAY mo PY m) — MÃkY ma PY m) = 0! 


Esta contradição mostra que há algo de errado com este cálculo. 
Examinemos os domínios dos operadores envolvidos na equação (14.19). 
Como D(q) =X”, temos que 


DlpL)=D(L;)=(feLo2m|feH!Ho,27] e fO)=f(l2m). 142% 


Quanto ao domínio de L.4p, deve ser composto por funções f tais que pf e 
D(L.), isto é, 


PHP p=0 = PHP lp=2x > flQm)=0. 1421 
Portanto, É 


DL.p)=1fe L0,2m|feH!0,27] e f(27)=0) PE?) 
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e resulta que 


Dlly, Li) =D(PL) DL) = (f € 12(0,27) ifeH!0,27] 
e fO=flm=0. 


Como as autofunções Wym não pertencem a D([, L.]), o cálculo (14.19) é 
ilegítimo e não há contradição. 

Há uma extensa, interessante e controvertida literatura sobre as relações de 
comutação e as relações de incerteza entre o ângulo azimutal e a componente 
correspondente do momento angular, um tema também relevante para a óp- 
tica quântica (Judge & Lewis 1963; Judge 1964; Carruthers & Nieto 1965 e 
1968; Pertman & Troup 1969; Kastrup 2006). 


14.3 Dispersão de Pacotes de Ondas 


É de praxe, nos textos de mecânica quântica, “definir” funções de operadores 
por séries de potências (Cohen-Tannouji, Diu & Laloé 1977, Complemento 
Br). Em primeiro lugar, tal “definição” não é suficientemente geral. Por exem- 
plo, se A é um operador autoadjunto positivo com decomposição espectral 


oo 
A= [ AdEA, 14.24 
0 
sua raiz quadrada positiva é o operador autoadjunto definido por 


00 
vãs [ VÂdE,. 14.25 
o 


Note que VA não admite série de Taylor em torno de À = 0, de modo que a 
“definição” de V/A via série de potências não é possível. 

Um problema mais sério é que, mesmo quando é possível, a “definição” 
de função de um operador pela série de potências pode não ser correta (Klein 
1980). Seja, por exemplo, 

he da? 
H=- >m dx 14.26 


o operador hamiltoniano de uma partícula livre em uma dimensão. Admitindo 
que o operador de evolução temporal pode ser definido por uma série de 
potências, somos levados a escrever 


444 Convite À Física MATEMÁTICA 


YO=UPo=e E po= + H"Yo. 1427 
> nm! 

Escolha a função de onda inicial Pg € Z, isto é "Po é uma função infini- 
tamente diferenciável de suporte compacto. Se (14.27) vale, então em todo 
instante t a função de onda (1) se anula fora do suporte de "Po e o pacote de 
ondas inicial Wo não se dispersa. No entanto, como 'Fo € L!(R), de acordo com 
a Eq (13.50) o pacote de ondas 'V(t) se alarga indefinidamente para t > 00, 
isto é, a probabilidade de se encontrar a partícula em qualquer intervalo de 
comprimento finito torna-se arbitrariamente pequena no limite t — oo. Isto 
contradiz a Eq.(14.27), segundo a qual a probabilidade de se encontrar a 
partícula no suporte de 'Fg deveria permanecer sempre igual a 1. 

Há uma única saída do impasse em que nos encontramos: a série de potên- 
cias (14.27) é divergente com a presente escolha de 'Fo (Klein 1980) e não re- 
presenta W(1). Portanto, a “definição” de função de um operador autoadjunto 
via série de potências nem sempre é válida, de modo que é preciso recorrer 
ao teorema espectral para uma definição que é sempre correta. Se H fosse 
um operador limitado, o que não é o caso, a série (14.27) seria convergente e 
representaria uma definição legítima do operador de evolução temporal. 


14.4 Simetrização do Produto de Operadores 
Não Comutativos 


Em certos contextos físicos aparecem grandezas que se acredita serem mensu- 
ráveis mas que classicamente se exprimem como o produto de outras grande- 
zas mensuráveis cujos correspondentes operadores autoadjuntos não comutam. 
Nesses casos, alguma simetrização do produto de operadores é executada a 
fim de produzir um operador formalmente autoadjunto. 
Em Iº(R), considere o operador (Jaffe 1969; Bogolubov, Todorov & 
Logunov 1975, p. 38) 
A= Pp + PQº 14.28 


com domínio inicial D(A) = .?, o espaço de Schwartz das funções infinita- 
mente diferenciáveis de decréscimo rápido no infinito. O operador A é for- 


malmente autoadjunto pois, como Q e P são autoadjuntos, aparentemente 


*F=PHQY AQ) P =PQ QN P=-PQI+QÊIP=A. 142 
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A fim de ir além de considerações puramente formais, passemos a investi- 
gar o domínio de A*. Supondo que g € D(4*) é diferenciável, uma integração 
por partes dá 


l 2 == [00] 
(g,Af)= GICg'+ gp + [és]. 14.30 


onde usamos P = —id/ dx (tomamos h= 1 para simplificar). Para que o termo 
de fonteira em (14.30) seja nulo não é necessário que g decresça rapidamente 
no infinito: basta que g não cresça mais rapidamente do que um polinômio. 
Admitindo que g goza desta propriedade, resulta 


A'g=-ig) rg. 1431 


A* age da mesma maneira que A mas seu domínio é maior: inclui todas as 
q 
funções g € L2(R) que são diferenciáveis e não crescem mais rapidamente do 
q p 
que um polinômio. 
Consideremos os índices de deficiência de A: 
sp 
Ixi ea sex£o 


A gu) = ig) => gel) = | 432 
0 sex=0 


Somente g- pertence ao domínio de A*, pois é de quadrado integrável: 
DO s 00 2100 
Hi le(ofax=2 [ xe Mt dy = 2[e 12x] =2. 14.33 
pasa o 0 


Como g, & LR), temosl=n. £n,=0eo0 operador (14.28) não possui 
extensões autoadjuntas: a equação (14.29) é falsa e A não pode representar 
uma grandeza física mensurável na mecânica quântica. 


14.5 Moral da História 


Estes exemplos nos ensinam algumas lições: (1) os domínios de operadores 
autoadjuntos ilimitados não podem ser ignorados; (ii) é preciso ter cuidado 
com manipulações formais envolvendo operadores ilimitados; (iii) a definição 
correta de função de um operador autoadjunto é aquela fornecida pelo teo- 
rema espectral; (iv) a simetrização do produto de operadores autoadjuntos não 
comutativos nem sempre gera um operador autoadjunto. 
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A especificação dos domínios de operadores ilimitados não é um aborre- 
cimento dispensável, mero preciosismo matemático: a desconsideração desses 
domínios é a fonte última dos falsos paradoxos da mecânica quântica que 
acabamos de discutir. Além disso, o conteúdo fisico de um modelo depende 
crucialmente das condições de contorno adotadas, o que implica uma escolha 
específica do domínio do operador hamiltoniano que se ajusta ao problema 
(Araújo, Coutinho & Perez 2004). Em certos problemas de mecânica quân- 
tica ou da teoria quântica de campos, a presença de anomalias — violações 
de leis de conservação clássicas pelo processo de quantização — deve-se à 
existência de operadores que não deixam invariante o domínio do operador 
hamiltoniano (Esteve 1986 e 2002). Como talvez em nenhum outro ramo da 
Física, na teoria quântica a harmonia entre intuição física e rigor matemático 


parece indispensável para impedir que nos desviemos do caminho certo. 
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Problemas 


2 2 


14.1. Uma extensão autoadjunta H de -— — em LI2(0,4) é caracterizada 
; 2m dx? 
pelo domínio 


DD = [fe Ho, FO) = (6) =0). 


(a) Prove que É é autoadjunto. (b) Determine o espectro de H e compare-o 


com o espectro energético usual de uma partícula numa caixa. (c) Mostre que 


. A lista completa de referências, com plenos detalhes bibliográficos, encontra-se na Bibliografia 
no fim do livro. O simbolo * destaca obras cuja leitura é altamente recomendada. 
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tanto É quanto o operador H definido por (14.1) e (14.2) são distintos de 
p2 
3m Pata qualquer 9, onde Pg é o operador definido no Exemplo 12.5.1. 


14.2. Considere o operador 
1 sd 
H= FUP+ Px)= -ifrã + 5) 
em Xº = [2(0,00) com domínio 
D(H) = [re 12(0,00)| f € AC(0,00) e [ PIfPdx< oo). 
o 


(a) Examinando a integral 


dE 
| Gtroroar, 


prove que se f€ D(H) então x| f(x)|? tende a um limite finito quando x — oo, 
e que esse limite só pode ser zero. Com base neste resultado, e notando que 
2xifo)gll < x(fO)2 + IgO9P) para x > 0, prove que o operador H é 
simétrico. (b) Prove que H é autoadjunto estabelecendo que Ran(H+iD= A. 
Sugestão: mostre que uma solução da equação diferencial H frif=g,com 
gE 12(0,00), é 


oo Oo 
fw= att f r'*2e(ndt= «if UP etxudu, 
x 1 


e prove que f € L2(0,00) e f € D(H); raciocínio análogo aplica-se à equação 
Hf-if'=g, mas tomando a integral de O a x na solução para f. 


14.3. Seja W(t) o vetor de estado de um sistema físico no instante É, que 
satisfaz a equação de Schrôdinger 


no = HY(). 
O operador de inversão temporal T é definido de tal modo que 
T*QT=Qu T'PrT=-Pp, 


que correspondente intuitivamente a uma inversão do sentido das velocidades 
de todas as partículas do sistema. (a) Mostre que a compatibilidade desta 
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definição de T com as relações de comutação canônicas [0j,Pj] = ihô kl 
requer que T seja antiunitário (vide Problema 12.11). (b) Seja F;pv(1) 0 vetor 
de estado com o tempo invertido, definido por Finu(1) = TY(-1). Prove que 
se o operador hamiltoniano é invariante sob inversão temporal, |H,T] = 0, 
então F;nv(t) também obedece à equação de Schrôdinger acima: a dinâmica 


quântica é invariante sob inversão do tempo. 


Integral de Lebesgue 


No fim do século XIX, em larga medida devido a dificuldades suscitadas pela 
teoria das séries de Fourier, muitos matemáticos convenceram-se da necessi- 
dade de substituir a integral de Riemann por um outro tipo de integral, mais 
geral e mais bem comportada no que se refere à operação de passar ao limite 
sob o sinal de integral. Das várias propostas de generalização da integral de 
Riemann, a mais bem sucedida foi a integral definida por Henri Lebesgue nos 
ptimeiros anos do século XX. 

Desafortunadamente, a teoria da integração de Lebesgue é consideravel- 
mente mais intrincada que a de Riemann. Por força desta circunstância, este 
apêndice consiste numa coleção das definições básicas e dos resultados que nos 
parecem mais importantes para as aplicações físicas, com raras demonstrações. 
Nos textos de McShane (1944), Rudin (1974) e Royden (1968) podem ser 
encontradas quase todas as demonstrações aqui omitidas. Dunham (2005), 
em prosa vívida e colorida, expõe as motivações e ideias essenciais da teoria de 
Lebesgue. Hawkins (1975) apresenta um relato circunstanciado da evolução 
histórica do conceito de integral até o surgimento da teoria da integração 
de Lebesgue. Bressoud (2008) introduz o essencial da teoria de Lebesgue 
com ênfase nos problemas históricos que conduziram ao seu desenvolvimento, 
num texto bem motivado. 

Para o leitor interessado em se aprofundar no assunto há, além das referên- 
cias já citadas, bons textos em português, tais como Fernandez (1975), Castro 
Jr. (2004) e Isnard (2009). 
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Al Motivações Preliminares 


Uma diferença fundamental entre as integrais de Riemann e de Lebesgue é 
que a primeira envolve uma partição do domínio da função, ao passo que a 
integral de Lebesgue envolve uma partição da imagem da função, conforme 
representado na Figura A.1. 


me 
e 


= ERRAR 


Fig. Al Partição da imagem de uma função: o conjunto Ex = |x| W<fO)syuléa 
união dos três intervalos indicados. 


Para uma partição | = y < N<..<YW<Yn<..<yn=Ldaima 
gem f(M) do intervalo 1 = [a,b), a área sob o gráfico de f pode ser definida, 
aproximadamente, pela soma de Lebesgue 


n-1 

DyemEo, 

k=0 
onde Ep =|x|y; < f(x) <yk:.1) denota o subconjunto do domínio da função 
em que ela toma valores no subintervalo [ Yk Yk+1] — a união dos três inter- 
valos indicados na Figura A.1 — e m(Ey) é a soma dos comprimentos desses 
intervalos. Caso essas somas de Lebesgue se aproximem indefinidamente de 
um valor finito no limite em que o valor máximo de Ay; = Yk+1— Yk tende a 
zero, esse valor define a integral da função f no intervalo [a,b]. À primeira 
vista, a ideia de Lebesgue parece inócua: não seria meramente uma outra 


maneira — e mais complicada, diga-se de passagem — de obter a mesmíssima 
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integral de Riemann? Esta impressão inicial é enganosa porque os conjuntos 
Ek não precisam ser intervalos nem uniões finitas de intervalos, de modo que 
uma soma de Lebesgue pode não ser redutível a uma soma de Riemann se à 
função f for muito irregular. Lebesgue mostrou que sua definição de integral 
é aplicável a uma coleção muito mais extensa de funções do que a família de 
funções integráveis à Riemann. 

O custo dessa mudança de ponto de vista é a necessidade de definir a me- 
dida de conjuntos muito mais gerais do que os intervalos. O benefício é uma 
integral definida para uma classe extraordinariamente extensa de funções e 
que permite que seja tomado o limite sob o sinal de integral sob circunstâncias 
muito mais amplas do que as permitidas pela integral de Riemann. Por um 
motivo técnico — facilitar a prova de teoremas —, a integral de Lebesgue 
é definida de um modo diferente do esboçado acima, sem abandonar, no 
entanto, a essência da ideia básica. 


A Medida 


A integral de Lebesgue apoia-se na noção de medida de um conjunto — 
uma generalização do comprimento de um intervalo de números reais — e 
numa classe muito extensa de finções mensuráveis. As funções mensuráveis são 
caracterizadas a partir dos conjuntos mensuráveis, que passamos a definir. 


Definição A.1 Uma coleção «4 de subconjuntos de um conjunto X é dita uma 0 - 
álgebra em X se 4 goza das seguintes propriedades: l 
(1) Xe. 
(11) Se AE A então ACE sf, onde Aº é o complemento de A em X. 
(iii) Se An € para todoneNe A= DU Am então AE ss. 


Note que 2 € «/ porque 2 = Xº. Como AYB= An BS, segue-se que Al 
Bed se Ae B estão em 4. Além disso, «& também é uma coleção fechada 
sob interseções enumeráveis porque D An =( ERA 

n= n= 
Definição A.2 Se é uma 0 álgebra em X, diz-se que X é um espaço mensu- 


rável, 1 e os membros de 4 são chamados de conjuntos mensuráveis em X. 


. À rigor, o termo “espaço mensurável” deveria se referir ao par ordenado (X,.27), mas esta termi- 
nologia um tanto incômoda só costuma ser usada quando há risco de ambiguidade. 
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É instrutivo observar as semelhanças e diferenças entre espaço mensurável 
e espaço topológico (vide Seção 8.1). 


Na teoria geral da integração é conveniente introduzir o conjunto R = 
[-00,00] dos números reais estendidos, formado pela junção dos elementos 
09 € 00 ao conjunto dos números reais R. Introduzidos por conveniência, os 
símbolos “oo” e “oo” não são números reais. A relação de ordem < é estendida 
a R postulando que co < x < 00 para cada número real x. Para cada número 
real x define-se 


X+00=00, 
A4 
X—-00=-00 
x-(+00) = toose x >0, 
AZ 


x- (+00) = Foose x <0, 


Evidentemente 00 +00 = 00, mas a operação oo — oo não é definida. Na teoria 
da integração é vantajoso convencionar que 0-00=00-0=0,o que será feito 
de ora em diante. 


Definição A.3 Uma medida u num espaço mensurável (X, ) é uma função com 
valores em [0,00] definida para todos os conjuntos de que satisfaz MD) = 0 e 
goza da propriedade de aditividade enumerável, isto é, 


oo oo 
ul En) = px H(En) As 
qualquer que seja a sequência (En) de conjuntos mensuráveis mutuamente disjuntos. 
Um espaço de medida (X, «7, 1) consiste num espaço mensurável (X, 4) junta- 
mente com uma medida | definida em 


Cumpre destacar que a aditividade enumerável implica a aditividade finita: 
tomando Ep, =Ep,2=...=O resulta HE UE U.. VE) = (E) + u(Bo) + 
o +HU(E,). 
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E Exemplo À. 21 


= 0 se + és umesávela dela) = J são 


Os exemplos acima mostram a existência de medidas, mas são artificiais e 
de escassa utilidade. A construção de medidas interessantes é difícil e labori- 
osa. A mais importante delas é a medida de Lebesgue sobre a reta real. 

A construção da medida de Lebesgue em R parte da introdução de uma 
medida exterior. Dado um conjunto A qualquer de números reais, considere 
uma coleção enumerável (In) de intervalos abertos que cobrem A, isto é, Ac 
Unln- Seja Hln) = bn — an O comprimento do n-ésimo intervalo aberto 1y = 
(anbn). A medida exterior m*(A) de A é o ínfimo da soma de todos esses 
comprimentos: 

m'(A)= inf 3 Hm). A4 

ACUI, n= 
A soma acima independe da ordem porque todos os seus termos são positivos. 
Além disso, a medida exterior está definida para todos os subconjuntos de R 
porque o ínfimo de uma coleção de números positivos existe e é não negativo. 
Como seria de se esperar, a medida exterior de um intervalo é igual ao seu 
comprimento, mas a demonstração deste fato não é imediata (Royden 1968). 

A medida exterior tem a virtude de estar definida para todos os conjuntos 
de números reais, mas não é uma medida porque não goza da propriedade de 
aditividade enumerável. A medida exterior torna-se enumeravelmente aditiva 
desde que a família de conjuntos sobre os quais ela está definida seja ade- 
quadamente reduzida. Historicamente, a construção da medida de Lebesgue 
baseou-se na introdução de uma medida interior e na definição dos conjuntos 


mensuráveis como aqueles cuja medida exterior é igual à medida interior. 
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Modernamente, costuma-se caracterizar os conjuntos mensuráveis por meio 
de uma definição equivalente descoberta por Carathéodory. 


Definição A.4 Um subconjunto A de R é dito mensurável se 
m(B)=mé(BNA) +m(BVA) AS 
para qualquer conjunto Bem. 


Prova-se que a coleção dos conjuntos mensuráveis é uma o-álgebra, e 
que, restrita aos conjuntos mensuráveis, m* é enumeravelmente aditiva, A 
medida de Lebesgue m é a medida exterior m* restrita aos conjuntos men- 
suráveis. A coleção dos conjuntos mensuráveis é extraordinariamente extensa. 
Em particular, todos os conjuntos abertos e fechados são mensuráveis; são 
também mensuráveis conjuntos que não são abertos nem fechados, tais como 
o conjunto dos números racionais. É preciso lançar mão do axioma da escolha 
para demonstrar que existem conjuntos não mensuráveis. 

Prova-se, ainda, que qualquer conjunto de medida exterior nula é men- 
surável e, obviamente, tem medida de Lebesgue nula. Isto permite mostrar, 
por exemplo, que o conjunto Q dos números racionais tem medida nula — 
doravante, sempre que não houver risco de confusão, “medida” designará a 
medida de Lebesgue. Seja r1,r2,13,... uma enumeração dos racionais. Dado 
€>0, considere a coleção de intervalos abertos 1, com 


I e e 
n=(m-5rmnt 5). 


a oo 
E evidente que Qc Sn. Portanto, 
nã 


(a ae 
ms M)=) =. A6 
n=1 n=1 
Como este resultado vale para todo número positivo e, segue-se que m*(Q) = 
O donde m(Q) = 0. 

O conjunto dos irracionais é mensurável porque é o complemento do 
conjunto dos racionais, que é mensurável. Por exemplo, como o conjunto dos 
racionais em [0,1] tem medida nula, o conjunto dos irracionais em [0,1] tem a 
medida total do intervalo, ou seja, 1. 
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A.3 Funções Simples Positivas 


Comecemos introduzindo uma classe muito extensa de funções para as quais 
será possível definir uma integral. 


Definição A.5 Uma função f com valores em R e dita mensurável se o seu do- 
mínio é mensurável e se, para cada número real a, o conjunto (xl f(x) > al é 
mensurável. 

Comentário. Uma definição equivalente é obtida considerando qualquer um 
dos conjuntos fx| f(x) > a), (xl f(x) < al ou tx| fO) < a. 


A classe de funções mensuráveis é extraordinariamente vasta. São men- 
suráveis as funções contínuas, as funções descontínuas num número finito de 
pontos e mesmo funções descontínuas em todos os pontos, tais como a função 
de Dirichlet. Além disso, o limite pontual de qualquer sequência de funções 
mensuráveis é mensurável. De novo, é somente com um apelo ao axioma da 
escolha que se consegue construir uma função não mensurável. 


Definição A.6 Se A é qualquer conjunto, a função característica x, do conjunto 
Aa função definida por 
1 sexeA 


= ç A 
Za) 0 sexgA 


Note que a função x, é mensurável se e somente se A é mensurável. 


Definição A.7 Uma função s num espaço mensurável X é dita uma função sim- 
ples positiva se sua imagem consiste num nimero finito de pontos de (0,00). Note 
que 00 está excluído do conjunto de valores que s pode tomar. Se ay...» Gn São OS 
valores distintos assumidos por s e se definirmos A; = tx|s(x) = a) = si (ta;), 
então é claro que 


n 
s= a HÃa E AS 
i=1 


Evidentemente, S é mensurável se e somente se cada A; é mensurável. 
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Ss uns a sa 


Fig. A.2 Função simples positiva. 


A.4 Integral de Funções Positivas 


A integral de uma função simples positiva num espaço de medida (X,.7,41) é 
definida da maneira natural. 


Definição A.8 (Integral de função simples positiva) Se s é uma Junção sim- 
ples positiva da forma (A.8), onde ay,..., An são os valores distintos assumidos por 
s, ese E é um conjunto mensurável, definimos 


n 
[sdu=D antas. AS 
E i=l 


A convenção 0 .00=0 E usada aqui, pois pode-se ter a; = 0 para algum i e u(A;N 
Bl=%a. 


À integral de uma função positiva f é definida aproximando a função cada 
vez melhor por funções simples positivas com gráfico sempre abaixo do gráfico 


de f. 


Definição A.9 (Integral de função positiva) Se f:X — [0,00] é mensurável e 
Ee ss, definimos 
ftau=sup sdu, AO 
E ssf JE 
onde o supremo é tomado sobre as funções simples positivas mensuráveis tais que 
O<xs<fA Junção f é dita integrável sobre E se sua integral é “finita, isto é, se 
Jefdu<oo. 
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Comentário sobre notação. Quando |: é a medida de Lebesgue m, costuma- 
-se escrever fr f(x)dx em vez de fp: f dm, e se E = [a,b) escreve-se o fly)dx 
em vez de fia p fx. 


, Enésidio A41 
à Prove a seguinte propriedade importante: se. est) = = 0 então o Jof; du=0" 
“Mesmo: ame f io o pa todo xe É: 


psiívei Com Ae B=% então 


Il) j | ij 


A integral de Riemann de uma função limitada no intervalo finito E = 
[a, b] é o limite da soma 


n 
> feDuLES) As? 
ia 


onde Ey,..., En são os subintervalos em que o intervalo E = [a,b] é particio- 
nado, €; € E; e H(E;) é o comprimento do subintervalo E;. Para que f seja 
integrável em E segundo Riemann, o limite deve existir quando o maior de 
todos os comprimentos dos subintervalos tende a zero e deve ser independente 
da escolha dos pontos &; de cada subintervalo. 

Conforme já destacado anteriormente, uma das principais diferenças entre 
as integrais de Riemann e de Lebesgue é que a primeira envolve uma partição 
do domínio da função, ao passo que a segunda envolve uma partição da i7ma- 
gem da função. Em consequência, como notado na Seção 6.2, a integral de 
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Riemann da função de Dirichlet fp (definida na Seção 5.3) em [0,1] não existe 
porque cada subintervalo E; de [0,1] contém números racionais e irracionais. 
Se todos os €; em (A.12) forem escolhidos racionais a soma dá 1, ao passo que 
se todos os E; forem escolhidos irracionais a soma dá zero. Portanto, não existe 
um limite das somas (A.12) que seja independente da escolha dos &;. Em 
contraste, note que fp é uma função simples: se A=Qn[0,1] é conjunto dos 
racionais em [0,1] então fp = Xa: Portanto, de acordo com (A.9), a integral 
de Lebesgue de fp em [0,1] existe e é igual a zero porque, como já vimos, a 
medida de Lebesgue do conjunto dos racionais em [0,1] é nula. 

Seja r,r2,r3,... uma enumeração dos racionais em [0,1]. A sequência (f,) 
de funções em [0,1] definidas por 

no] 1 sexelr,...,rn a 
O se xe[0,r,..., rm 

converge para fp. Cada fy é integrável segundo Riemann com integral igual à 
zero parque fr só difere da função identicamente nula num número finito de 
pontos: como os subintervalos em torno desses pontos são em número finito 
€ seus comprimentos tendem a zero, sua contribuição para a soma (A.12) 
tenderá a zero independentemente da escolha de é; em cada um desses subin- 
tervalos. No entanto, a função-limite fp não é integrável segundo Riemann. 
Por outro lado, como cada f, é integrável segundo Lebesgue com integral 
igual a zero e fp = lim,-.oo fr também é integrável segundo Lebesgue com 
integral igual a zero, a igualdade 


1 1 
tm [ fatda= [ dim frl)dx A.I4 


só é verdadeira para a integral de Lebesgue. 


A.5 Definição Geral da Integral de Lebesgue 


A definição geral da integral de Lebesgue é feita a partir da decomposição de 
uma função em suas partes positiva e negativa. 


Definição A.10 4 parte positiva f* de uma função f é definida por 


ft) =maxtf (09,03. As 
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Analogamente, a parte negativa f de f é definida por 


f 0)=maxt-f(2x),0). Al6 


Note que f* e f” são funções positivas tais que 
q ÇÕES Pº q 


f=f-felfi=f+p. As7 


Prova-se que f* e f” são mensuráveis se f for mensurável, o que permite 
definir a integral de f da maneira natural. 


Definição A.11 (Integral de Lebesgue) Una função mensurável f é dita inte- 
grável sobre E se tanto f* quanto f” são integráveis sobre E. Neste caso, definimos 


futau= [ºan- [ram Aus 


Comentário. Dado um espaço de medida (X, e, u), a integral de Lebesgue 
pode ser definida sempre sobre X, bastando que se defina a integral sobre E 
por 


fotau= [rm an. aa 


Uma vez que frlfidu = [pf du+ f;f” du, segue-se que f é integrável 
segundo Lebesgue se e somente se |f| é integrável. Eis aqui uma diferença im- 
portante entre as integrais de Riemann e de Lebesgue: |f| pode ser integrável 
à Riemann sem que f o seja (Problema 6.1). 

No que se refere a propriedades básicas tais como linearidade e aditividade 
da integral sobre intervalos disjuntos, a integral de Lebesgue comporta-se 


exatamente da mesma maneira que a integral de Riemann. 


A integral de Lebesgue é estendida a funções complexas de modo perfei- 


tamente natural. 
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Definição A.12 Se fi e fo são funções reais, a Junção complexo f = h+ifb é 
dita integrável sobre E se tanto fá quanto fo são integráveis sobre E. Neste caso, 


definimos 
fetau= [ ian+i f fodu A.20 
E E E 


Decorre imediatamente da definição da integral de Lebesgue para funções 
reais que se g é integrável e f é mensurável com |f| < |gl, então f é integrável. 
Além disso, se f e g são integráveis e f < g então fyfdu<= fygdy. 


Teorema A.13 Seja f=fA+i f2 uma função complexa integrável. Então |f| é 
integrável e 


Ifotans firian am 


Demonstração. De |f| = VR +f$ <|fil+|fl decorre que |f| é integrável 
porque fi e f> são integráveis. Seja fy f du = aeiº com a= fx f dul e O real, 
Portanto, 


a=e" f rdu= [ eo ran, 


Seja elf = gy +igo onde gy e g> são funções reais. Como a= fr gi du+ 
ifyg2du e a é real, segue-se que fr g>dy = O e, portanto, a = lug dy. 
Mas g <Igil<|fl, de modo que |/y fdul=a= fegdus felfliduea 


demonstração está completa. E 


Conjuntos DE MepiDA NULA 

Por causa das definições (A.8) e (A.9), se E= [x € XIfO) £ 0) e ua) =0, 
segue-se que fy fdy =0. Portanto, funções que só diferem num conjunto de 
medida nula têm integrais iguais. Além disso, se f > 0 e Je fdu=0 prova-se 
que f = 0 exceto num conjunto de medida nula. 


Definição A.14 Seja (X, 4, pt) um espaço de medida e E € df. Diz-se que uma 
certa propriedade P vale em quase toda parte? em E se o subconjunto de E em que 
P não vale tem medida zero: ultx E E|P(x) éfalsa)) = 0. 


2. Em francês, presque partout (p.p.); em inglês, almost everywhere (a.e.). 
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Costuma-se abreviar “em quase toda parte” por q.t.p. e também se diz “em 
q P por q.t.p 
quase todo ponto” ou “para quase todo ponto”. Vale notar que a noção de “em 
uase toda parte” depende da medida considerada. Quando houver mais de 
q Pp P 
uma medida em consideração, escreve-se q.t.p.[tt] ou algo semelhante para a 
noção de “em quase toda parte” referente à medida ur. 
ç q P u 


A.6 Riemann Versus Lebesgue 


Comecemos reformulando a definição da integral de Riemann numa lingua- 
gem que facilita sua comparação com a integral de L.ebesgue. 


Uma função-escada positiva em [a,b] é uma função y da forma 
WO) =Cp, XETy, AZ 


para certas constantes ck > O e alguma coleção finita de intervalos disjuntos 1x 
cuja união é [a,b]. Como uma função-escada positiva é uma função simples 
positiva, sua integral de Lebesgue é 


n 


b 
E yldx= 5 celxk— xp), A23 
a k= 


onde xk-1 € Xk são as extremidades do intervalo Ip. A integral superior de f 
pode ser expressa na forma 


nb b 
) fdx= int [ vl)dx, AZA 
a wzfda 


onde o ínfimo é tomado para todas as funções-escada q > f. Analogamente, 
b b 
[ fdx= sup [ yljdx A.25 
da y=fla 


com o supremo tomado para todas as funções-escada y < f. 
A fim de distinguir a integral de Lebesgue da integral de Riemann, esta 
última será denotada por Z f, e flddx. 


Teorema A.15 Seja f uma função definida no intervalo limitado [a,b). Se f é 


integrável à Riemann em [a,b), então f é integrável à Lebesgue em [a,b) e 
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b b 
a [ foodx= [ fl)dx. A6 
a a 


Demonstração. Suponhamos inicialmente que f seja não negativa. Como 
toda função-escada é uma função simples, se a integral de Riemann 
RI? flw)dx existe temos 


b 
a [ fdx=sup ad < UA E Ra < ny pero < AN wydx 
a ysfla s<f sf vai 


af" fdx, 


o que prova (À.26).? Para o caso geral, existe M > O tal que |fG)| = M para 
todo x € [a,b] (f é limitada por ser integrável à Riemann) e basta aplicar o 
mesmo argumento à função f+M. E 


Este resultado estabelece que a integral de Lebesgue é de fato uma gene- 
ralização da integral de Riemann porque, como vimos, há funções integráveis 
à Lebesgue que não são integráveis à Riemann. 

Outra vantagem da integral de Lebesgue sobre a de Riemann é que esta 
última só é definida para intervalos limitados La,b], ao passo que a integral 
de Lebesgue está definida sobre qualquer conjunto mensurável, limitado ou 
ilimitado. Quando o intervalo é ilimitado, a integral de Riemann sobre o 
referido intervalo é definida como uma integral imprópria, limite de integrais 
sobre intervalos limitados. Na teoria da integração de Lebesgue os intervalos 
de integração limitados e ilimitados são tratados de forma unificada e não 
existe a noção de integral imprópria. A integral de Riemann imprópria de 
uma função pode existir sem que a função seja integrável à Lebesgue, mas se 
f é integrável à Lebesgue e a integral de Riemann imprópria de f existe, ela é 
igual à integral de Lebesgue de f. Por outro lado, se as integrais de Riemann 
impróprias de f e |f| existem, pode-se provar (Apostol 1974, seção 10.13) 
que a integral de Lebesgue de f existe e coincide com a integral de Riemann 
imprópria de f. 


3. Prova-se que toda função integrável à Riemann é automaticamente mensurável. 
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Na teoria de Lebesgue não existe a noção de integrabilidade condicional: 
a função f é integrável se e somente se |fl| é integrável. Em suma, toda 
função integrável segundo Lebesgue é absolutamente integrável. A função 
x— sen x/x possui uma integral de Riemann imprópria em [0,00) igual a 7/2 


mas não é integrável à Lebesgue porque não é absolutamente integrável: 


O sen x o p(u+Dr senx e pt+Dx |senxl 
[ | Jax=5 [ ax 5 [ —— 
o pa n=0:na x n=0d nm (n+ 1x 

2:00 41 
=—5 — =00. 
Taqn+l 


A.7 Teoremas de Convergência 


Os teoremas de convergência, que permitem a passagem ao limite sob o sinal 
de integral em condições extremamente brandas e em qualquer espaço de me- 
dida, contam-se entre os grandes triunfos da teoria da integração de Lebesgue, 
e estabelecem a superioridade da integral de Lebesgue sobre a integral de 
Riemann. 


Teorema A.16 (Teorema da Convergência Monótona) Seja (/n) uma sequên- 
cia de funções mensuráveis em X tal que: 

(ado<fAt)<fpl)<fBlww)<...<00 para todo xe X; 

(6) dim fal) = f(x) para todo xe X. 

Então f é mensurável e 


im [ feda= [ lim fudy= | fdu, AX 
x x n-00 x 


n—00 


isto é, pode-se passar ao limite sob o sinal de integral. 


Note que o teorema da convergência monótona não afirma que a função- 
“limite f é integrável. Caso f não seja integrável, a igualdade (A.27) significa 
9 =00. 

Se a sequência de funções integráveis não é monótona, basta que convirja 
em quase toda parte e seja limitada por uma função integrável para que a 
passagem ao limite sob o sinal de integral seja legítima. 
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Teorema A.17 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja 
Cn) uma sequência de funções mensuráveis em X tal que lim, -.oo fn(X) = f(x) 
para quase todo x em X. Suponha que exista uma finção g integrável em X tal que 


InCl<g0) (1=12,3,...;x€X). A.28 


Então f é integrávelem X e 


dm, [ndu= [ lim frdy= [ fu, Az 
ou seja, pode-se tomar o limite sob o sinal de integral. 


Este é um dos mais potentes teoremas da teoria da integração de Lebesgue. 
Ressalte-se que, diferentemente de teoremas análogos envolvendo a integral 
de Riemann, a sequência (fy) não precisa convergir uniformemente e pode até 


não ser convergente num conjunto de medida nula, Além disso, o conjunto X 
sobre o qual se efetua a integração pode ser limitado ou ilimitado. 


1 
lim / fatddx. 
ti-"00 Co] 


Note, ue Pulo = 0 para todo x :10,1] thas a convergênciz 
“formepois fa assume seu valor máximo em xy = 


“A E an 
n+1 n+1 
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Nota caso é Eme fazer uma comprovação direta dam rastiltado | 
que: uma ineegpaão por parei dá ho nx atdx= alpha Din+ 2). 


Dentre as consequências do teorema da convergência dominada, vale a 
pena destacar um resultado muito útil que estabelece condições que garantem 
a validade da integração termo a termo de uma série de funções num espaço 
de medida arbitrário. 


Teorema A.18 Seja (fn) uma sequência de funções integráveis em X tal que 


E Ifnldu<oo. A.30 
n=1!X 
Então a série 23 
FO) = 5 falx) AS 
n=1 


converge para quase todo x E X, f é integrávelem X e 


oo 
du= Ítidi A32 
fesau= 5 [tran 


ou seja, a série pode ser integrada termo a termo. 
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rio a série 3 1/ + td, é: convesgenre; 4 condição a. 30) do Teorema. 


lnx Ra E 
meio q 6 2 x'Intdrs— =-— 
Í Imã x, k E 


A.8 Diferenciação e Integração. 


O primeiro problema do vínculo entre diferenciação e integração na teoria de 


Lebesgue é determinar em que condições a igualdade 


d x 
o] fúydt=f0) A.33 
a 


é válida. 

Na teoria da integral de Riemann esta última igualdade é verdadeira se x 
é ponto de continuidade de f (vide Teorema 6.10). Na teoria de Lebesgue a 
igualdade é verdadeira sob condições mais gerais. 


Teorema A.19 Se f é integrável em (a,b] e 
x 
Fo)= [ fúwdt (a<x<b), A.34 
a 
então F'(0) = f(x) para quase todo x em [a,b). 


Embora não fique garantida a validade de F'(x) = f(x) para todo x de 
[a,b), este teorema é mais forte do que o teorema correspondente para a 
integral de Riemann porque prescinde da continuidade do integrando. Em 
suma, também na teoria de Lebesgue a diferenciação é a operação inversa da 
integração. 

O segundo problema é o de determinar se a integração é a operação in- 
versa da diferenciação ou, mais precisamente, estabelecer em que condições a 


igualdade : 
[ f'l)da= f(b)- f(a) 
a 
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é válida. Isto equivale a perguntar se de F'(x) = f(x) em quase toda parte, 
com f integrável, pode-se concluir que F(x) = F(a) + [2 f(1)dt. A resposta é 
negativa. 

Portanto, este segundo problema é mais delicado que o primeiro, e sua 
resolução requer a introdução de uma classe especial de funções. 


Definição A.20 Uma “função f: lab] — R é dita absolutamente contínua em 
[,b] se, dado e > 0, existe 6 > O tal que 


n 
Sir) -flanl<e A3s 
i=1 

para toda coleção finita (a;, Bi)k de intervalos disjuntos contidos em Ja,b) com 


n 
DBi-a)<6. A36 
ia 


Note que toda função absolutamente contínua é uniformemente contínua 
(basta tomar n = 1). 


Teorema A.21 Uma função é absolutamente contínua se e somente se é uma inte- 
gral indefinida, isto é f é absolutamente contínua em (a,b] se e somente se existe 
uma função g integrável em [a,b) tal que 


XxX 
fl) = fta)+ [ gtnydt A37 
a A 


para todo x E (a,b). 


Pelo Teorema A.19, se f é dada por (A.37) resulta que f=g qtp.em 
la,b], o que permite uma outra caracterização das funções absolutamente 


contínuas. 


Teorema 4.22 Uma Junção f é a integral de sua derivada se e somente se f é 
absolutamente contínua. Em outras palavras, tem-se 


x 
[ Fide=flw)-fla) (a<zx<b) A3s 
a 
se e somente se f é absolutamente contínua em [a,b]). 


Se f é integrável e F(x) = f(x) em quase toda parte, infelizmente 
não se pode-se concluir que F(x) = F(a) + fi ftndt por uma razão sutil: 
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existem funções não constantes com derivada nula em quase toda parte. 
Surpreendentemente, existem até funções contínuas com derivada nula 
em quase toda parte que não são constantes (Gelbaum & Olmsted 1992). 
Tipicamente vale f(x) — F(a) = fs(x) +10) dt com fi(x) = 0 para quase 
todo x € [a,b]. Diz-se que f: é a parte singular de f. Tem-se f =0 see 
somente se f é absolutamente contínua. 

Por fim, consideremos mais dois resultados importantes envolvendo fun- 
ções absolutamente contínuas. 


Teorema À.23 Se f e g são funções absolutamente contínuas no intervalo fimi- 
tado [a,b], então também o são: (a) af + Bg, cm a, Be C;(b) fg. 
Demonstração. Provaremos apenas a parte (b), pois a parte (a) é imediata. 
Como f e g são contínuas em [a,b), existem números positivos M e N tais 
que |fl<M e Ig < N. Como f e g são absolutamente contínuas, dado e > 0 
existe ô > O tal que, sempre que > (B;— «;) <ô, XI f(Bp) — fla;)l <e/2N e 
XIg(b) - gla))|<e/2M. Neste caso, 


$ IBN g(o - Fandglad= ss IfBo(gÃo — gl) + gta )(f (Bi) — fla) 
i=1 i=1 


n n 
SM IgtB)- gla)l+ NH IS) - flanl<e 
i=1 i=1 Ass 
e a demonstração nestá completa, E 


Teorema A.24 (Integração por partes) Se f e g são absolutamente contínuas 


no intervalo Himitado [a,bl], então 


b b 
[ fg dx= fibg(h) - frangta) - [ f'gdx. A.40 
a a 


Demonstração. Como f e g são absolutamente contínuas, f” e g' existem em 
quase toda parte e são integráveis em [a,b]. Segue-se que fg é diferenciável 
em quase toda parte com (fg) = f'g+fg' e, além disso, (fg)' é integrável 
em [a,b] porque f'g e fg' são integráveis, pois f e g são limitadas. Portanto, 


b b 
[ Fe +f'g dx= [ (fg dx=f(b)g(b)- fla)g(a) AA 


porque fg é absolutamente contínua. E 
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A.9 Medidas-Produto e Teorema de Fubini 


Sejam (X, 4, E) e (Y,2,7) dois espaços de medida e considere o produto car- 
tesiano XxY. Se Ac x eBeZ diz-se que Ax B é um retângulo mensurável. 


Para cada retângulo mensurável Ax B seja 
MAx B)=u(A)jv(B). A42 


Define-se . x 2 como a menor o-álgebra em X x Y que contém todos 
os retângulos mensuráveis. Prova-se que existe uma única medida | x v so- 
bre « x que coincide com À quando restrita aos retângulos mensuráveis. 
Portanto, dada uma função f:XxY — R mensurável em & x Z pode-se 
definir a integral 


A fdqux). A43 
XxY 


Outra notação — que na prática costuma ser mais conveniente — para esta 
integral é 


lá fly) dl) x v(y). Ass 
XxY 


Quando X=Y =Re ge v são a medida de Lebesgue, escrevemos simples- 
mente 


oo [o] 
A Ffíx,y)dxdy ou [soon dxdy. AA 


Dada uma função f sobre X x Y associamos a cada x e X a função f 
definida sobre Y por fc(y) = f(x,y). Analogamente, a cada y € Y associa- 
mos a função f” definida sobre X por fY(x) = f(x,y). Prova-se que se f é 
mensurável em 4 x 8 então fy é mensurável em Z para todo xe X e f” é 
mensurável em . para todo ye Y. 

Tipicamente, integrais múltiplas são calculadas como integrais iteradas. 
Às integrais iteradas são 


À duo ! fwndvi)= É aj [ fear Er 
X é X XY 


favo foxpidpto = [ dv [ f'du. A47 
Y x Y x 


Para que as integrais iteradas coincidam com a integral múltipla é preciso que 
as integrais iteradas não dependam da ordem em que as integrações sucessivas 
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são efetuadas. As condições mais gerais que permitem a troca da ordem de 
integração são estipuladas num teorema importante, que apresentaremos na 
forma que nos parece mais útil para as aplicações. Antes, porém, uma defini- 
ção é necessária. 


Definição A.25 Uma medida | no espaço mensurável (X,s4) é dita o-finita se 
existe uma sequência (Xny de conjuntos em & tal que X= UXn e U(Xn) < 00 
ne 


para todo n. Neste caso, dizemos que(X, od, Hu) éum espaço de medida o-finito. 


Exemplo 4.9.1 
medida de Lebesgue em (-00,00) é a-finita: basta tomar à sequência 
te Senise XKn=(-n, hi. 


lostre quis a meia de contagem (defini da no Exemplo A31) num 
fpnjunto não enumerável não é o-finita. 


Teorema A.26 (Fubini) Sejam (X, 2, |) e(Y, B,V) espaços de medida O -finitos 
eseja fuma função complexa mensurável em X x Y. Se 


Pedi [ ifiesniavos <oo ou [avo f tries duto <oo AA 


então f é integrávelem X x Y e 


| duto | Fly dv(y) = [ avi [ fesyiduto = [ fd(uxv), A49 
x Y y x XxY 


asto é, as duas integrais iteradas são  finitas, iguais entre si e têm o mesmo valor quea 
integral dupla. Reciprocamente, se f é integrávelem Xx Y então (A.49) se verifica. 


À parte deste teorema que costuma ser mais útil na prática pode ser assim 
resumida: a ordem de integração pode ser invertida para f:XxY —» € men- 
surável sempre que uma das integrais iteradas de |f| é finita. Neste caso, as 
integrais iteradas de f são iguais entre si e iguais à integral dupla de f. 
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“Exemplo A.9.2 
Calcular a initegral 


AO Espaços LP 
O conjunto £P(X, dy) das funções f tais que fylfl? dy <o0,onde ls p< 
oo, pode ser dotado de uma norma, conforme descrito na Seção 8.8. 
Definição A.27 O espaço LM(X,dg), com < p<oo, éo espaço normado com a 
norma definida por 
b lp 
Uto=( 1fC91” ao) Ao 
a 


e com a identificação das funções que só diferem num conjunto de medida nula. 


A identificação das funções que só diferem num conjunto de medida nula? 
e a desigualdade de Minkowski (8.13) asseguram que (A.50) define uma 
norma. 


4. A condição |flp = 0 => f =0 só é satisfeita se qualquer função nula em quase toda parte for 
identificada com a função identicamente nula. 
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Teorema A.28 (Riesz-Fischer) L?(X, dy) é um espaço normado completo para 
I<zp<oo. 

Demonstração. Seja (f,) uma sequência de Cauchy em L?(X, du). Precisamos 
provar que (fn) converge na norma de L?(X, dg) para algum elemento de 
LP(X, du). Como vimos na demonstração do Teorema 4.15, basta provar que 
alguma subsequência de ( fn) converge para algum elemento de Lº(X, dg). 
Seja (fn,) uma subsequência tal que 


1 
fam — fmullp < + ASI 


e seja 8; = fny — ny» com fng = 0. Seja G a função positiva definida por 
GO) =D IgeCM= fm D+ SD fa 0) = fu 09]. AS2 
[= k=1 


Para cada x, esta série de termos positivos é convergente, se for limitada, ou é 


igual a oo. Pela desigualdade de Minkowski, 


n n oo 1 1 
PD teell,< fot E faça falho <Mfllpt o Ao = mit E=M. 
ko Hp ka k=12 E ao 


Com Gn = pa Igxl, a sequência (Gn) é monótona crescente, converge para 
Ge, por (A.53), 


JiGaPau< mr. Ass 
X 
Logo, pelo teorema da convergência monótona, 
[ IG? du= lim l IGaldu<MP, Ass 
x REFOS 


de modo que G pertence a Lº(X, dp). Consequentemente, G(x) < oo para 
quase todo x e a série 


oo k 
Datd= dim Dm fud= dim frç09 AS6 
i=1 “9 1-1 "08, 


converge absolutamente em quase toda parte. Seja f(x) o limite acima. Como 
fm, CG) < G(), segue-se que |f(X)| < G(9. Portanto, fe LP(X,dp) e, além 
disso, |f(x) — fa)? < 2º G()?. Tendo em vista que 1f09) — fa, 09]? con- 
verge para zero em quase toda parte quando k — oo e | f(x) — fa OO? = 
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2ºG(x)P com GP E LH(X, dg), O teorema da convergência dominada assegura 
que falf— fal”dy — O para k — oo. Portanto, dim f-fulp=0ea 
demonstração está completa. E 


Um resultado interessante foi estabelecido no curso da demonstração deste 
teorema. 


Corolário A.29 Sellfn— Il p— Oem Lº(X, du), então existe uma subseguência 
de (fn) que converge pontualmente para f em quase toda parte. 


A demonstração da completeza dos espaços L”, que depende das proprie- 
dades da integral de Lebesgue de forma essencial, selou a vitória definitiva da 
teoria da integração de Lebesgue sobre a de Riemann. 


Problemas 


A.l. Seja (An) uma sequência de conjuntos mensuráveis num espaço de me- 


dida (X, 2, 1). Prove que 
u(U An) < D (Am. 
n=1 n=1 


. Ex a n 
Sugestão: Defina Àj = 41, À = ANA e Ani = Apa VU Ap patan>2; 
k=1 


o a oo o 
prove que AnNA,-Isempbne U Ap= IJ Ap. 


n=1 n=1 


A.2. Seja X um conjunto não enumerável e 2 a coleção de todos os sub- 
conjuntos de X. Defina q: 4 —R por q(A) = 00 se A não é enumerável e 
P(A) =0 se À é enumerável. A aplicação y é uma medida? 


A.3. Dê um exemplo de uma sequência de intervalos (1,) da reta real com 


m(In) = 00 para todo n e m( D tn) =0. 
n= 
A.4. Sejam a e b números complexos e p > 1. (a) Prove que 
la+bP <2P (al? +|b]?). 


Sugestão: |al + |b| < 2maxfjal, |bl). (b) Prove que se f e g pertencem a 
L”(X,dy) então f + g também pertence a Lº(X,dy)). 
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A.5. Dada f:R— R, suponha que f” exista e seja limitada no intervalo 
limitado [a,b). Prove que f é absolutamente contínua em [a,b] conforme a 


Definição A.20. 


A.6. Usando a desigualdade de Hólder (8.12), prove que se f é absolutamente 
contínua em [a,bl e f'€ L?(a,b) com p>1, então f é hpschitziana de ordem 
a«a=(p-D/pem [a,b): 


1fO9= Fls Nf Mptx— pl". 
A.7. Seja [a,b] um intervalo limitado da reta real. Prove que se f € I2(a,b) 
então fe Lab). Sugestão: (1 — (FA) >0. À recíproca é verdadeira? 


A.8. Por meio do teorema de Fubini, justifique a igualdade 
fe,6) 1 1 oo 
[ dx [ etsentxydy= [ dy e “senZxy dx 
o 0 o o 
e prove que 
0 x 4 


A.9. Prove que 


E tan px-tanlgx 
o 


nP 
dx=>InÃ, p,q>0. 
à x a pq> 


A.10. Prove que, no sentido de uma integral de Riemann imprópria, 


[ cosax— cosbx 
o 


due a,b>0. 
X a 


Sugestão: lema de Riemann-Lebesgue, Problema 9.3. 


A.11. Prove, por cálculo direto, que 


oo 
) e “cosbxdx= , 4,b>0. 
o 


a 
a2+b? 


Use este resultado para calcular 


o  ySenbx 
: e. 
0 X 
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A.12. Para n inteiro, a função de Bessel J, é dada por 


x 
Intl) ==, cos(nô — xsen8) d6. 
no 


Calcule ss 
f Jotd)e P dx, p>0. 
(o) 


Informação que pode ser útil: 


z dx bia 
—>——— =, a>0,a>|bl. 
o a+bcosx a2-b2 


A.13. Dê um exemplo de uma função f € L!(R) tal que f é L2(R). Dê um 
exemplo de uma função f € L2(R) tal que f & LHR). 


A.14. Seja f e IR) e suponha que /S |x]|f()2dx < oo para algum 
número real « > 0. Prove que /º |x|Ê| f(x)? dx < oo para todo número real 
bBtalqueO<B<a. 


A.15. Sejam E um conjunto mensurável e p,q expoentes conjugados, isto é, 
números maiores que 1 tais que 1/p+1/g=1. Se (fy) é uma sequência de 
funções que converge para f em L?(E) e (gn) é uma sequência de funções que 
converge para g em LY(E), prove que 


dm, À fuentida= [ feogtnax. 


Sugestão: escreva Jngn— fg = (fn- f)gn+t f(gn— 8) cusea desigualdade de 
Holder. 


Teoremas de Ponto Fixo e 
Equações Integrais 


Este apêndice tem como pré-requisitos as Seções 7.5, 10.1, 11.2 e o Apên- 
dice A. 

Os teoremas da Seção 7.5 valem somente se o intervalo de integração é 
limitado. Esta restrição pode ser eliminada se o núcleo K da equação integral 
for uma função de quadrado integrável e buscarmos soluções 4) de quadrado 
integrável. 


B.1 Núcleos de Quadrado Integrável 
O núcleo K': (a,b) x (a,b) — C é de quadrado integrável se 


b ph 
[ [ IK(g,s)2dxds<oo. B1 
a a 


Neste caso, o operador linear K definido por 


b 
ago) = [ Ki s)p(sds, pela), B2 
a 


é limitado. Com efeito, pela desigualdade de Schwarz, ! 


b b 
KG) OP < [ IK (x, )Êds [ Wi9Pds, B3 
a a 


1. A integral f H IK(a,s)É ds existe pelo teorema de Fubini (Apêndice A). 
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donde 


b b «bh 
quê = [ IeccoPax= [ [ KG, )PaxdsIplê =IKIBIIGIÊ, 4 
a a a 


onde 


b ph p 1/2 
nxit=[ Di f IKtes)Bdxds| *. Bs 
a a 


B.2 Operadores de Contração e Pontos Fixos 


O estudo de uma certa classe de operadores em espaços de Hilbert permite 
demonstrações simples de teoremas de existência e unicidade para equações 
integrais, incluindo equações não lineares. 


Definição B.1 Seja X um espaço de Hilbert e T um operador não necessaria- 
mente linear definido sobre todos os pontos de Hº. Diz-se que T é um operador de 
contração ou, simplesmente, uma contração se existe uma constante positiva à <1 
tal que 

UTP — Tozli<albi poll Vorpre B6 


Note que um operador de contração é automaticamente contínuo e a dis- 
tância entre ) e bz é reduzida pela ação de T. 
Teorema B.2 Se T é uma contração em %€, a equação 
Tó=p B7 


tem uma única solução em X, chamada de ponto fixo de T. 
Demonstração. Considere a sequência (hn) onde o E é arbitrário e 


dna Tn n=0,1,2,.... B$ 
Note que 
Ines — Anll=1TPn — Ton = ellbn — Proall, B9 
cuja aplicação reiterada conduz a 


Ibn — Pall= Cla — Pr-oli<..<e"ligi— Poll. Bo 
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Consequentemente, se n> m, 


In — Gmll= (bn — Bro) + (Pro > Pano) ++ (Pr — Poll Bm 


<(a"I rare. + -Qoll Eis 
oo 1 am 
<(L aus -gul= Elio ont pos 0. Ba13 


Segue-se que (bn) é uma sequência de Cauchy e, portanto, possui um limite 
&. Esse limite é uma solução de (B.7) porque 


To = T(gim d)= Ja Tén= im dmei=6, so 


onde usamos a continuidade de T. Para estabelecer a unicidade, sejam 4 e y 
duas soluções de (B.7). Então, 


Io yll=1Tp=Tyll selo -yl => 0-)lg-yllso. pas 


Como 1-« >0 |kp-1y!| é não negativo, a única solução possível desta última 
inequação é |kp-yll=0,istoé p=y. E 


B.3 Equação Integral de Fredholm 


Como primeira aplicação deste teorema de ponto fixo a equações integrais, 
consideremos a equação integral de Fredholm (7.11) escrita na forma 


d=[+AK6, B6 


onde f € 12(a,b) e o operador linear K está definido por (B.2). Em termos do 
operador não linear T:Xº — .Xº definido por 


To =f+AKQ, BA17 


podemos reescrever (B.16) na forma Tê = q. Se o núcleo K é de quadrado 
integrável e |A|||K]|< 1 temos 


Pp — Tóoll = AKPG —Kgall < JAIR — 71 Bs 
e Té uma contração. Fica, assim, estabelecido um resultado significativo. 


Teorema B.3 Se K é um núcleo de quadrado integrável e f € L2(a,b), a equação 
integral de Fredholm (7.11) possui uma única solução p E Lº(a,b) se JAHIKI|< 1. 
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“ Exer io B. 3.1 
É “Formalmente, a solução de (8. 166 é 


pá 


MOU = e mer 


Se tAHiKI<1, mostre quê está expansão em bio de potências 
porquê o segundo” membro de (B.19) é o limite da nude cór 
E vi D com Fº definido poe Hs 17). : : 


B.4 Equação Integral Não Linear 
O Teorema B.3 também se aplica à equação integral não linear 
b 
pl) = fO)+ a) Kls,p(s)) ds B.20 
a 


desde que K preencha requisitos apropriados. 
Teorema B.4 Suponha que 

IKGess; ti) — KO, s, to) < N(x,8) ty — tal B2 
com 


b pb 
[ [ IN(os)P dxds=P?<o0, P>0. B2 
a a 


Então, se fe ab) e AP<1, a equação integral (B.20) possui uma única 
solução p E I2(a,b). 
Demonstração. Com T definido por 


b 
ET) 69) = fl) + a) K(x,s pls) ds B.23 


temos 
b b 2 
Têr — Tool = AP [ dz| [ [KGgs fr (s) - K(,5,g2 (9) ds] 
a a 
b b 2 
<IaP [dx [ IKGesg(s)- KGss dutos] 124 
a a 


b b 2 
<uaP [ dx[ [ NCesnórs -eutstas| 
a a 
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Com o emprego da desigualdade de Schwarz podemos escrever 
Ê 5 [? b b 
Tg — Tool <A E ax[[ dsINGes)É [ dslpr(s)— da(s]? 
a a a 


b pb 
=1aP [ [ IncosBaxas tios - gal id 
a a 
= APP — ol, 
donde 
UTqr — Tool <IA PIO — all. B.26 
Segue-se que T é um operador de contração se JAP <1 e, em virtude do 
Teorema B.2, a equação (B.20) possui uma única solução em L2(a,b). E 


Este teorema também cobre o caso linear, para o qual K(x,s,h(s)) = 
K(x,s)A(s) e a função (x,8) —» K(x,8) é de quadrado integrável. 


B.5 Equação Integral de Volterra 


A fim de lidar com a equação de Volterra, é necessário lançar mão de uma 
versão generalizada do teorema do ponto fixo. 


Teorema B.5 Seja T um operador definido em todo o espaço de Hilbert Hº. Se T” 
é um operador de contração para algum inteiro positivo n, então T possui um único 
ponto fixo em H. 

Demonstração. Se T” é um operador de contração, o Teorema B.2 assegura 
que existe um único p E .X” tal que 


T"p=y B.27 
e, além disso, p= jim T*" py qualquer que seja Po EX”. Tomando by = Tp 
—00 
obtém-se 
= lim 7º TS lim TT” p= lim TTº.To= =Tó, B. 
Pee E a de Dos a DotA, nm 
vczes 


de modo que & é ponto fixo de T. Para provar a unicidade, de Thy = br € 
Th» = > deduzimos 


Tdr=pi e T'pr=qo, B.29 


donde &; = > porque T” é uma contração. E 
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Teorema B.6 Se fe LI (a,b) e K éum núcleo de quadrado integrável, a equação 
de Volterra E 
PO) = f(x) af Kix,)p(s)ds (a<x=<b) B.30 
a 


tem uma única solução Pp E I(a,b) para qualquer À. 
Demonstração. Defina 


. b b 
A(g? El KG Pads, B(s A Kd. B.31 
a a 


Por hipótese, A e B são de quadrado integrável em 1 = (4,b) porque K é de 
quadrado integrável em 1 x 1. Consequentemente, existe N > 0 tal que 


b b 
[ AM) dx<N, [ B(sds<N. B32 
a a 


Defina, ainda, 


x b 
pl) -[ aufar= [ AM dt<N. B.33 
a a 
Escreva (B.30) na forma 
x 
P=Tó, To=f+AKG, (Mp) [ KwbNds. nas 
a 


Portanto, 
T'p=[+AKfao + AKI PA APTO, B.35 


donde 
Tp = Tº poll = IMP UK? —Kº qpoll< MPHKad Ir — Poll. B.36 


A fim de estimar ||K, ||, note que o núcleo de K? é Ko(x,8)= Jé K(x,0)K(,s)dt 
e, pela desigualdade de Schwarz, 


x X 
Kotesf < [ IKtunêar | IKENPdt< ABI. B37 
s s 
Analogamente, como Kp+,1(X,8) E K(x,8)Kn(t,s)dt, temos 
x x 
Iate) = [ Ktnfar f IKo(6s)Pdt B38 
s s 


Ea 5 
< AQ) B(s? [ A()dt= AQ BS) ol) pís)]. B39 
s 
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Notando que p'(x) = A()?, um argumento indutivo mostra que, para n>2, 


—2 
Kas) 1É < At? (o? PO) DECT o 
(n—2) 


Em vista destes resultados, observando que 0 < p(x)— p(s) < p(x) = N, resulta 


b pb 
[Ka]? | [ IKn(x,s)P dxds 
a a 


Nr-2 b A b 

So | AO) az [ B(sÍds B.41 
na) E 

E 
(n—-2)! 

Uma vez que 
JAP? = a 
Eattã ETA 42 


segue-se que |A]" ||Knll < 1 para n suficientemente grande e T” é uma con- 
tração. E 


ret He: que os olhos dos per es, 


is Ke e] estão o ligados a Kper(s): JK (x) Kn(to8 e : 
" Prove iB. . : 
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Problemas 


B.1. Encontre em L?(0,7/2), para 1 < p < o, as soluções não triviais da 
equação integral 


n/2 
PU) = |, cos(x— Aly dy. 


B.2. Para que valores de À a equação integral 
x 
A) -[ sen(x+ )Pl)dt=1 
[] 
tem soluções em C[0,7]? Encontre todas as soluções que houver. 


B.3. Resolva a equação integral 


x 
gt) =x- 2tp(ndt 
o 
em Cl0,1]. 


B.4. Resolva a equação integral 


1 
dm-A Í erAydy= (o 
em Cl0,1). 
B.5. Se id 
| É IN(g,)Bdxds=1, 
prove que a equação integral 


= oo N(x,s) 
a = soma [o Tiga 


com fe LAR) possui uma única solução em IR) se lAj<1. 


Bibliografia 


Ahlfors, L. V. 1981 Complex Analysis (McGraw-Hill, Auckland), 32 edição. 


Akhiezer, N. I. e Glazman, E. M. 1963 Theory of Linear Operators in Hilbert 
Space (Dover, New York). 


Apostol, T. M. 2006 Calculus, 2 Vols. (Wiley, New Delhi), 2º edição. 


Apostol, T. M. 1974 Mathematical Analysis (Addison Wesley, Reading, 
MA), 2º edição. 


Araújo, V, S., Coutinho, F. A. B. e Perez, J. E 2004 Operator domains and 
self=adjoint operators, American Journal of Physics 72, 203. 


Ávila, G. 1999 Introdução à Análise Matemática (Edgard Bliicher, São Paulo, 
SP), 2º edição. 


Bachman, G. e Narici, L. 2000 Functional Analysis (Dover, New York). 


Barata, J. C. A. 2012 Curso de Fisica Matemática. Disponível como arquivo 
eletrônico na Internet: 


htrp://denebola.if.usp.br/-jbarata/Notas. de. aula/notas de. aula.html. 


Bassi, A., Lochan, K., Satin, S., Singh, TP. e Ulbricht, H. 2012 Modes of 
Have Function Collapse, Underiying Theories, and Experimental Tests. 
Disponível como arquivo eletrônico na Internet: 
arXiv:quant-ph/1204.4325v2. 


Bell, E. T. 1972 The Development of Mathematics (Dover, New York). 


486 Convite À Física MATEMÁTICA 


Bernkopf, M. 1966 The Development of Function Spaces with Particular 
Reference to their Origins in the Integral Equation Theory, Archive for the 
History of Exact Sciences 80, 1. 


Birkhoff, G. e Mac Lane, 8. 1977 4 Survey of Modern Algebra (Macmillan, 
New York). 


Bloch, E. D. 2000 Proof: and Fundamentals: À First Course in Abstract 
Mathematics (Birkháãuser, Boston). 


Boas, Jr., R. P. 1996 4 Primer of Real Functions (The Mathematical 
Association of America, Washington), 4£ edição. 


Boccara, N. 1990 Functional Analysis: An Introduction for Physicists 
(Academic Press, Boston). 


Bognár, M. 2011 The Sorgenfrey line is non-metrizable, Acta Mathematica 
Hungarica 133, 185. 


Bogolubov, N. N., Logunov, A. À. e Todorov, 1. T. 1975 Introduction to 
Axiomatic Quantum Field Theory (W. A. Benjamin, Reading, MA). 


Bonneau, G., Faraut, J. e Valent, G. 2001 Self“adjoint extensions ofoperators 
and the teaching of quantum mechanics, American Journal of Physics 
69, 322. 


Boyer, C. B. 1949 The History of the Caleulus and Its Conceptual Development 
(Dover, New York). 


Boyer, €. B. e Merzbach, U. C. 1991 4 History of Mathematics (Wiley, New 
York), 24 edição. 


Bressoud, D. M. 2008 4 Radical Approach to Lebesgues Theory of Integration 
(Cambridge University Press, Cambridge). 


Cantor, G. 1915 Contributions to the Founding of'the Theory of Transfinite 
Numbers (Dover, New York). 


Capri, A. Z. 1977 Self-Adjointness and Spontancously Broken Symmetry, 
American Journal of Physics 45, 823. 


BIBLIOGRAFIA 487 


Capri, A. Z. 2002 Nonrelativistic Quantum Mechanics (World Scientific, 
Singapore), 3º edição. 


Carruthers, P. e Nieto, M. M. 1965 Coberent States and the Number-Phase 
Uncertainty Relation, Physical Review Letters 14, 387. 


Carruthers, P e Nieto, M. M. 1968 Phase and Angle Variables in Quantum 
Mechanics, Reviews of Modern Physics 40, 411. 


Castro Jr. A. A. 2004 Curso de Teoria da Medida (IMPA, Rio de Janeiro). 


Cohen-Tannoudji, C., Diu, B. e Lalog, E 1977 Quantum Mechanics, 2 Vols. 
(Wiley, New York). 


Costara, C. e Popa, D. 2003 Exercises in Functional Analysis (Springer, New 
York). 


Courant, R. e Hilbert, D. 1953 Methods of Mathematical Physics, Vol. 1 
(Interscience, New York). 


Courant, R. e John, F. 1999 Introduction to Calculus and Analysis, Vols, 1, I1/1 
e 1/2 (Springer, New York). 


Davey, K. 2003 15 Mathematical Rigor Necessary in Physics?, British Journal 
for the Philosophy of Science 54, 439. 


Dedekind, R. 1963 Essays on the Theory 9f Numbers (Dover, New York). 


de Oliveira, C. R. 2009 Intermediate Spectral Theory and Quantum Dynamics 
(Birkhãuser, Berlin). 


Dienes, P. 1957 The Taylor Series (Dover, New York). 


Dunham, W. 2005 The Calculus Gallery (Princeton University Press, New 
Jersey). 

Eccles, P. J. 1997 4n Introduction to Mathematical Reasoning (Cambridge 
University Press, Cambridge). 


Edwards Jr., C. H. 1982 The Historical Development of the Calculus (Springer, 
New York). 


488 Convite À Física MATEMÁTICA 


Eidelman, Y., Milman, V. e Tsolomitis, A. 1997 Functional Analysis: An 
Introduction (American Mathematical Society, Providence). 


Esteve, J. G. 1986 Anomalies in the conservation laws in the Hamiltonian 
formalism, Physical Review D 34, 674. 


Esteve, J. G. 2002 Origin of the anomalies: The modified Heisenderg equation, 
Physical Review D 66, 125013. 


Eves, H. 1990a Foundations and Fundamental Concepts of Mathematics 
(Dover, New York), 34 edição. 


Eves, H. 1990b Introdução à História da Matemática (Editora Unicamp, 
Campinas). 


Eyges, L. 1972 The Classical Electromagnetic Field (Dover, New York). 
Fernandez, P. J. 1996 Medida e Integração (IMPA, Rio de Janeiro). 


Figueiredo, D. G. 1996 Análise I (Livros Técnicos e Científicos, Rio de 
Janeiro), 24 edição. 


Figueiredo, D. G. 2011 Números Irracionais e Transcendentes (Sociedade 
Brasileira de Matemática, Rio de Janeiro), 3º edição. 


Figueiredo, D. G. 2003 Análise de Fourier e Equações Diferenciais Parciais 
(IMPA, Rio de Janeiro), 44 edição. 


Garbaczewski, P. e Karkowski, W. 2004 Impenetrable barriers and canonical 
quantization, American Journal of Physics 72, 924. Disponível como 
arquivo eletrônico na Internet: arXiv:math-ph/0310023. 


Gelbaum, B. R. e Olmsted, J. M. H. 1992 Counterexamples in Analysis 
(Dover, New York). 


Geroch, R. 1985 Mathematical Physics (University of Chicago Press, 
Chicago). 


Gieres, F. 2000 Mathematical surprises and Dirac's formalism in quantum 
mechanics, Reports on Progress in Physics 63, 1893. Disponível como 
arquivo eletrônico na Internet: arXiv:quant-ph/9907069. 


BIBLIOGRAFIA 489 


Gleason, A. M. 1991 Fundamentals of Abstract Analysis (Jones and Bartlett, 
Boston). 


Goldberger, M. L. e Watson, K. M. 1975 Collision Theory (R. E. Krieger 
Publishing, New Yorlo). 


Griffths, D. J. 1995 Introduction to Quantum Mechanics (Prentice Hall, New 
Jersey). 


Gustafson, S. J. e Sigal, I. M. 2003 Marshematical Concepts of Quantum 
Mechanics (Springer, New York). 


Haaser, N. B. e Sullivan, A. J. 1991 Rea! Analysis (Dover, New York). 
Hairer, E. e Wanner, G. 1996 Analysis by Its History (Springer, New York). 
Halmos, P. R. 1974 Naive Set Theory (Springer, New York). 


Hardy, G. H. 1992. 4 Course of Pure Mathematics (Cambridge University 
Press, Cambridge). 


Hardy, G. H. 2012. 4 Mathematicians Apology (Cambridge University Press, 
Cambridge). 


Hawkins, T. 1975 Lebesgues Theory of Integration: lts Origins and 
Development (Chelsea Publishing Company, New Yorlk). 


Helmberg, G. 1997 Introduction to Spectral Theory in Hilbert Space (Dover, 
New York). 


Herrlich, H. 2006 Axiom of Choice (Springer, Berlin). 


Higgins, J. R. 1977 Completeness and Basis Properties of Sets of Special 
Functions (Cambridge University Press, Cambridge). 


Hilbert, D. 1902 Mathematical Problems, Bulletin of the American 
Mathematical Society 8, 437. 


Hill, R. N. 1973 4 Paradox Involving the Quantum Mechanical Ebrenfest 
Theorem, American Journal of Physics 41, 736. 


490 Convire À Física MATEMÁTICA 


Hochstadt, H. 1973 Integral Equations (Wiley, New York). 

Hocking, J. S. e Young, G. S. 1961 Topology (Dover, New York). 

Isnard, C. 2009 Introdução à Medida e Integração (IMPA, Rio de Janeiro). 
Jackson, J. D. 1999 Classical Electrodynamics (Wiley, New York), 32 edição. 


Jaffe, A. M. 1969 Whither Axiomatic Field Theory, Reviews of Modern 
Physics 41, 576. 


Jones, J. Pe Toporowski, S. 1973 Frrational Numbers, American 
Mathematical Monthly 80, 423. 


Johnsonbaugh, R.e Pfaffenberger, W. E. 2002 Foundations of Mathematical 
Analysis (Dover, New York). 


Jordan, T. F. 1969 Linear Operators for Quantum Mechanics (Wiley, New 
York). 


Jost, R. 1965 The General Theory of Quantized Fields (American 
Mathematical Society, Rhode Island). 


Judge, D. e Lewis, J. T. 1963 On the Commutator [Lz, p]-, Physics Letters 
5, 190. 


Judge, D. 1964 On the Uncertainty Relation for Angle Variables, Nuovo 
Cimento 31, 332. 


Kastrup, H. A. 2006 Quantization of the canonicall conjugate pair angle and 
orbital angular momentum, Physical Review A 73, 052104. Disponível 
como arquivo eletrônico na Internet: arXiv:quant-ph/0510234. 


Kato, T. 1976 Perturbation Theory for Linear Operators (Springer, New York), 
2% edição. 


Kitchen, Jr., J. W. 1968 Cateulus of One Variable (Addison-Wesley, Reading). 


Kleene, S. C. 1967 Mathematical Logic (Wiley, New York). 


BIBLIOGRAFIA 491 


Klein, J. R. 1980 Do Free Quantum Mechanical Wave Packets Always Spread?, 
American Journal of Physics 48, 1035. 


Kolmogorov, A. N. e Fomin, S. V. 1972 Elementos de la Teoria de Funciones y 
dei Analisis Funciona! (Mir, Moscou). 


Kreyszig, E. 1978 Introductory Functional Analysis With Applications (Wiley, 
New York). 


Leite Lopes, J. 1960 Fundamentos da Eletrodinâmica Clássica (Universidade 
do Brasil, Rio de Janeiro). 


Lemos, N. A. 1996 Singularities in a Scalar Field Quantum Cosmology, 
Physical Review D53, 4275. 


Lemos, N. A. 2010 Três Mitos Sobre a “Função” Delta de Dirac, Revista 
Brasileira de Ensino de Física 32, 4701. 


Lieber, M. 1972 An Operator Domain Paradox and the Relativistic Correction 
to Energy Levels, American Journal of Physics 40, 1335. 


Lima, E. L. 1993 Espaços Métricos (IMPA, Rio de Janeiro). 
Lima, E. L. 2004 Curso de Análise, Vol. 1 (IMPA, Rio de Janeiro). 


Lins Neto, À. 1996 Funções de uma Variável Complexa (IMPA, Rão de 


Janeiro). 


Lusternik, L. A. e Sobolev, V. J. 1974 Elements of Functional Analysis 
(Hindustan Publishing Corporation, Delhi). 


McShane, E. J. 1944 Integration (Princeton University Press, Princeton). 
Messiah, A. 1958 Quantum Mechanics (Wiley, New Yordso). 

Munkres, W. 2000 Topology (Prentice Hall, NJ), 2º edição. 
Nussenzveig, H. M. 1975 Notas de Aula (PUC, Rio de Janeiro). 


Perlman, H. 5. e Troup, G.J. 1969 1 There an Azimuthal Angle Observable?, 
American Journal of Physics 37, 1060. 


492 Convire À Física MATEMÁTICA 


E. Prugovecki, E. 1981 Quantum Mechanics in Hilbert Space (Academic 
Press, New York), 24 edição. 


Reed, M. e Simon, B. 1980 Methods of Modern Mathematical Physics. Vol. I: 
Functional Analysis, Revised and Enlarged Edition (Academic Press, New 
York). 


Reed, M. e Simon, B. 1975 Methods of Modern Mathematical Physics. Vol. TE: 
Fourier Analysis, Self-Adjointness (Academic Press, New York). 


Reid, C. 1986 Hilbert-Courant (Springer, New York). 


Richards, J. I. e Youn, H. K. 1990 Theory of Distributions: À Nontechnical 
Introduction (Cambridge University Press, Cambridge). 


Richtmyer, R. D. 1978 Principles of Advanced Mathematical Physics, Vol. 1 
(Springer, New York). 


Riesz, F. e Sz.-Nagy, B. 1955 Functional Analysis (Frederick Ungar, New 
York). 


Rosenlicht, M. 1968 Introduction to Analysis (Dover, New York). 


Ross, K. A. 1980 Elementary Analysis: The Teory of Calculus (Springer, New 
York). 


Royden, H. L. 1968 Rea? “Analysis (Macmillan, New York), 24 edição. 
Rudin, W. 1973 Functional Analysis (McGraw-Hill, New York). 


Rudin, W. 1974 Real and Complex Analysis (Tata McGraw-Hill, New 
Delhi), 24 edição. 


Rudin, W. 1976 Principles of Mathematical Analysis (McGraw-Hill, New 
York), 2º edição. 


Schechter, M. 1981 Operator Methods in Quantum Mechanics 
(North-Holland, New York). 


Schwartz, L. 1966 Théorie des Distributions (Hermann, Paris). 


BrBLIOGRAFIA 493 


Schwartz, L. 2008 Mashematics for the Physical Sciences (Dover, New York). 


Smithies, F. 1958 Integral Equations (Cambridge University Press, 
Cambridge). 


Solow, D. 2005 How to Read and Do Proofs (Wiley, New Yorlo). 
Spivak, M. 1994 Calculus (Publish or Perish, Houston), 34 edição. 


Steen, L. A. 1973 Highlights in the History of Spectral Theory, American 
Mathematical Monthly 80, 359. 


Stone, M. H. 1932 Linear Transformations in Hilbert Space (American 
Mathematical Society, New York). 


Streater, R. F. e Wightman, A. S. 1964 PCT; Spin and Statistics, and AU That 
(W. A. Benjamin, New York). 


Struik, D. J. 1967 4 Concise History of Mathematics (Dover, New York). 
Suppes, P 1972 Axiomatic Set Theory (Dover, New Yorlo. 


Szekeres, P. 2004 4 Course in Mathematical Physics (Cambridge University 
Press, Cambridge). 


Takhtajan, L. 2008 Quantum Mechanics for Mathematicians (American 
Mathematical Society, Providence). 


Tarski, A. 1995 Introduction to Logic and the Methodology of Deductive Sciences 
(Dover, New York). 


Taylor, J. R. 1972 Scartering Theory (Wiley, New York). 


Teschl, G. 2009 Mathematical Methods in Quantum Mechanics (American 
Mathematical Society, Providence). 


Trench, W. E. 2002 Introduction to Real Analysis (Prentice Hall, New Jersey). 
Disponível gratuitamente na Internet: 
http://ramanujan.math.trinity.edu/wtrench/misc/index.shtml. 


494 Convite À Física MATEMÁTICA 


Velleman, D. J. 2006 How To Prove It: À Structured Approach (Cambridge 
University Press, Cambridge), 2£ edição. 


von Neumann, J. 1955 Mazhematical Foundations of Quantum Mechanics 
(Princeton University Press, New Jersey). 


Wapner, L. M. 2005 The Pea and the Sun (A K Peters, Wellesley). 
Yosida, K. 1980 Functional Analysis (Springer, New York), 64 edição. 


Zeidler, E. 1995 Applied Functional Analysis: Applications to Mathematical 
Physics (Springer, New York). 


Indice remissivo 


A*,361 Q,19 
AC(a,b), 375 R, 19,73 
Ro,58 8,87 
B(A),229 Z,19 
Btx,r),229 2,258 
Blx,], 229 DRT), 258 
C9º,259 2,260 

Co (a,b), 259 8,312 
CHAR"), 259 Ff,287 
Cla,bl, 223 H,315, 317 
L(X), 337 P(X),37 
L(X,Y), 337 S,21 
f,288 SARP),303 
%a, 455 1,295 
CR"), 303 4, 452 

E, 415, 416 11,247 
Em, 413 1flp, 249, 471 
f* 8,300, 305 Roo 431 
7,287 ne(A), 389 
Ku, 389 “21,288 
Lionr0b], 224 P(A), 399 
Dons (8), 313 RA(A), 399 
1>(Rº), 228, 311 D(A), 333 
6,31 Ker(T), 378 
19, 224, 249 Ran(A), 333 
1º,228, 249 slim, 318 
LP(a,b), 228, 249 spansS, 320 
LMX, dy), 471 wlim, 318 
€, 19,87 H”(a,b), 375 
ny, 19 Hº2(R"), 427 


No, 19 O(A), 399 


496 


Convrre À Física MATEMÁTICA 


v-álgebra, 451 
o), 400 
oplA), 400 

os (A), 400 
s>,343 


Aditividade 

enumcrável, 452 

finita, 452 
Alefzero, 58 
Altura de um polinômio, 57 
Análise não standard, 141 
Anomalias, 446 
Antecedente, 6 
Antinomia, 61 
Aplicação continua, 233, 234 
Aplicação inclusão, 51 
Asxgumento válido, 11 
Aristóteles, 3 
Asquimediana, propriedade, 83 
Autofunção generalizada, 434 
Autovalor, 358, 399 
Autovetor, 358, 399 
Axioma da abstração, 61 
Axioma da escolha, 53, 66 
Axioma da extensão, 35 


Bach, Johann Sebastian, 4 
Banach, Stefan, 66, 250 
Barreiras impenetráveis, 441 
Base de Hamel, 150 
Base hilbertiana, 326 
Base ortonormal, 322 
Beethoven, Ludwig van, 4 
Berkeley, George, 141 
Bernoulli, Johann, 141 
Bicondicional, 8 
Bi-implicação, 8 
Bijeção, 46 
Bola 

aberta, 229 

fechada, 229 
Bona, Jerry Lloyd, 67 
Bra, 347 


Cantor, Georg Ferdinand Ludwig Philip, 
35,55 


Carathéodory, Constantin, 454 
Carroll, Lewis, 19 
Cauchy, Augustin-Louis, 93, 170 
Chico Buarque, 3 
Classe de equivalência, 43 
Cobertura aberta, 238 
Coeficientes de Fourier, 322 
Cohen, Paul, 67 
Colapso do pacote de ondas, 426 
Cole, Frank Nelson, 26 
Compatibilidade de grandezas físicas, 425 
Complemento, 39 
Complemento ortogonal, 343 
Comutatividade, 424 
Conclusão, 6 
Condicional, 6 
Conectivos lógicos, 4 
Conjectura de Riemann, 117 
Conjugação, 390 
Conjunção, 5 
Conjunto, 35 
aberto, 134, 213 
aderência de um, 134 
bem-ordenado, 64 
compacto, 135, 238 
das partes, 37 
denso, 236 
derivado, 215 
clemento de um, 35 
cnumerável, 52 
fechado, 134, 216 
fecho de um, 134 
finito, 51 
infinito, 51 
infinito cnumerável, 52 
limitado, 135 
lincarmente ordenado, 64 
membro de um, 35 
mensurável, 451, 454 
resolvente, 399 
totalmente ordenado, 64 
vazio, 36 
Conjuntos disjuntos, 37 
Conjuntos equipolentes, 58 
Consequente, 6 


ÍNDICE REMISSIVO 


497 


Constante de Euler y, 100 
Contração, 478 
Contradição, 9 
Contraexemplo, 26 
Contrapositiva, 10 
Convergência 

absoluta, 113 

condicional, 113 

de distribuições, 280 

em 2, 259 

em 2,292 

forte, 318 

fraca, 318 

num espaço topológico, 216 

pontual, 177 

uniforme, 180 
Convergência de operadores limitados 

forte, 341 

fraca, 341 

uniforme, 341 
Convolução, 300, 305 
Corpo, 75 

ordenado, 76 

ordenado completo, 81 
Correspondência biunívoca, 46 
Cortes de Dedekind, 73 
Cosmologia quântica, 384, 387, 392 
Critério 

básico de autoadjuntice, 378 

de completeza de Dalzell, 331 

de convergência de Cauchy, 105 

para séries, 113 

de Gauss, 118 

de integrabilidade de Riemann, 159 

de Raabe, 118 


Darboux, Gaston, 146, 156 
Decomposição espectral do operador de 
posição, 418 


Dedekind, Julius Wilhelm Richard, v, 61, 


7%3 
Deficiência 
índices de, 389 
subespaços de, 389 
Derivada, 140 


de distribuição, 264 
Descontinuidade 
de primeira espécie, 133 
de segunda espécie, 133 
Desigualdade 
de Bernoulli, 28 
de Bessel, 321 
de Hólder, 225 
para integrais, 227 
de Minkowski, 226 
para integrais, 227 
de Ptolomeu, 331 
de Schwarz, 221, 312 
para integrais, 223 
de Young, 300, 305 
entre as médias aritmética e geométrica, 
90 
quadrangular, 251 
triangular ou do triângulo, 220, 248 
Diferença de conjuntos, 38 
Diferença simétrica de conjuntos, 38 
Diferenciação sob o sinal de integral 
intervalo de integração arbitrário, 203 
intervalo de integração limitado, 200 
Dipolo elétrico, 267 
Dirac, Paul Adrien Maurice, 212 
Dispersão da energia, 440 
Dispersão de uma grandeza física, 425 
Dispersão do pacote de ondas da partícula 
livre, 429, 444 
Distância, 220 
Distribuição, 259 
de carga de um dipolo elétrico, 268 
degrau de Heaviside, 265 
delta de Dirac, 261 
derivadas da, 267 
derivada de, 264 
paridade de uma, 301 
primitiva de uma, 268 
produto por função, 274 
reflexo de uma, 301 
regular, 261 
singular, 261 
temperada, 293 
translata de uma, 296 


498 


Convrre À Física MATEMÁTICA 


valor principal, 262 
Domínio 

de uma função, 44 

de um operador, 333 
Doyle, Arthur Conan, 21 


Enumerabilidade 
dos números algébricos, 56 
dos números racionais, 54 
Enumeração, 52 
Equação de Laplace, 272 
Equação de Schrôdinger, 422 
Equação diferencial linear de segunda 
ordem, 198 
Equação integral 
de Fredholm, 194, 479 
de Volterra, 197, 482 
não linear, 480 
núcleo de uma, 194 
Equivalência lógica, 8 
Escola pitagórica, 21 
Espaço 
L£1X,Y) dos operadores limitados, 337 
1?,228, 471 
das funções contínuas, 223 
com métrica quadrática, 224 
das funções de decréscimo rápido, 291 
das funções limitadas, 229 
das sequências limitadas, 224 
de Banach, 250 
e funções LP (a,b), 228 
e Hausdorff, 219 
de Hilbert, 315 
separável, 317 
de Schwartz, 303 
de sequências [?, 228 
de Sobolev, 375, 427 
ual, 260 
topológico, 260 
cuclidiano, 222, 312 
gerado por conjunto de vetores, 320 
métrico, 220 
completamento de um, 247 
completo, 241 
discreto, 221 


incompleto, 244 
limitado, 231 
normado, 248 
normado completo, 250 
pré-hilbertiano, 316 
topológico, 215 
conexo, 240 
separável, 237 
Espaço de medida, 452 
Espaço linear, 311 
Espaço mensurável, 451 
Espaços homeomorfos, 235 
Espaços isométricos, 236 
Espaço vetorial, 311 
Espectro, 399 
contínuo, 400 
de operador autoadjunto, 404 
discreto, 400 
do operador de momento linear, 411 
do operador de posição, 410 
do operador hamiltoniano da partícula 
livre, 412 
pontual, 400 
residual, 400 
Euclides, 23 
Euler, constante de, 100 
Expoentes conjugados, 225 
Extremo, 147 
absoluto, 147 
relativo, 147 


Falácia, 11 
Falsidade lógica, 9 
Família espectral, 415 
Fecho 
de conjunto, 215 
de operador, 363 
Fermat, Pierre de, 25 
Forma sesquilinear, 347 
limitada, 348 
Fórmula de Taylor 
com resto de Lagrange, 168 
com resto integral, 167 
Fórmulas de inversão de Fourier, 298 
Fourier, Jean Baptiste Joseph, 287 


ÍNDICE REMISSIVO 


499 


Fredholm, Erik Ivar, 194 
Frege, Gottlob, 3 
Função, 44 
absolutamente contínua, 375, 467 
analítica, 192 
bietiva, 46 
característica, 455 
composta, 49 
contínua, 131 
num ponto, 131 
de classe CS, 166 
de classe C”, 166 
de decréscimo rápido, 291 
de Dirichler, 133 
de escolha, 53, 66 
degrau de Heaviside, 171, 265 
de Green, 272 
delta de Dirac, 172, 277 
descontínua, 133 
de suporte compacto, 258 
diferenciável, 140 
num ponto, 140 
extensão de uma, 51 
generalizada, 258 
injetiva, 45 
integrável 
à Lebesgue, 456, 459 
à Riemann, 156, 157 
à Riemann-Stieltjes, 170 
inversa, 49 
inversa à direita, 49 
inversa à esquerda, 49 
lpschitziana, 153 
localmente integrável, 260 
mensurável, 455 
parte negativa de uma, 459 
parte positiva de uma, 458 
ponto de máximo de uma, 142 
ponto de mínimo de uma, 142 
proposicional, 4 
reflexo de uma, 301 
restrição de uma, 51 
salto de uma, 133 
sentencial, 4 
simples positiva, 455 


sobrejetiva, 45 

suporte de uma, 258 

uniformemente contínua, 138 

valor máximo de uma, 142 

valor mínimo de uma, 142 

zeta de Riemann, 101, 117 
Função-escada positiva, 461 
Funcional linear, 345 

contínuo, 259, 345 

limitado, 345 


Gódel, Kurt, 3, 67 
Grandezas físicas compatíveis, 425 
Grandezas físicas incompatíveis, 425 
Grupo, 74 

abeliano, 74 
Guimarães Rosa, 4 


Hamilton, William Rowan, 88 
Hardy, Godfrey Harold, 7,21, 117 
Heaviside, Oliver, 286 
Heisenberg, Werner, 328, 425 
Hermite, Charles, 56 

Hilbert, David, 61, 64, 417 
Hilbert, problemas de, 64, 117 
Hipótese de Riemann, 117 
Hipótese do contínuo, 64 
Homeomorfismo, 235 
Humpty Dumpty, 18 


Identidade de Apolônio, 330 
Identidade de Parseval, 305 
Identidade de polarização, 314 
Imagem, 46 
Imagem inversa, 47 
Implicação, 6 
Implicação material, 7 
Incerteza numa grandeza física, 425 
Indução matemática, 26 
Ínfimo, 79 
Infinitude dos números primos, 23 
Integração por partes, 468 
Integral 

como limite de somas, 164 

de função positiva, 456 

de função simples positiva, 456 


500 


Convrre À Física MATEMÁTICA 


de Lebesgue, 459 

de Riemann, 155, 157 

de Riemann-Stieltjes, 170 

imprópria, 162 

inferior, 156 

superior, 156 
Interseção, 37 
Intuicionismo, 4, 57 
Invariantes topológicos, 235 
Inversa de uma implicação, 10 
Inverso de um operador, 340 
Irracionalidade 

dee, 112 

de v2,22 
Isometria, 235 
Isomorfismo, 86 

de espaços euclidianos, 327 


Jordan, Pascual, 314 


Kato, Tosio, 432 
Ket, 347 
Kronecker, Leopold, 61 


Lagrange, Joseph-Louis, 168, 169 
Lambert, Johann, 113 
Laplaciano, 264, 269, 427, 428 
Lebesgue, Henri, 449 
Leibnitz, Gottfried Wilhelm, 162 
Lei da Tricotomia, 76 
Lei do paralelogramo, 314 
Leis de De Morgan, 39 
Lei Zero da Termodinâmica, 43 
Lema de Riemann-Lebesgue, 306 
Lema de Zorn, 67 
Limite 

à direita, 129 

à esquerda, 130 

de função, 128 

de sequência, 94 

inferior, 107 

superior, 107 
Lindemann, Ferdinand, 56 
Liouville, Joseph, 56 
Lobachevsky, Nikolai Ivanovich, v 


Machado de Assis, 14 
Máximos e mínimos de uma função, 147 
Mecânica matricial, 328 
Mecânica ondulatória, 328 
Média 

aritmética, 90 

geométrica, 90 

harmônica, 90 
Medida, 452 

o-finita, 470 

de contagem, 453 

de Lebesgue, 453 

exterior, 453 
Medida-produto, 469 
Mersenne, Marin, 26 
Métrica, 220 

discreta, 221 

induzida pela norma, 248 
Métricas equivalentes, 231 
Módulo, 78, 88 
Modus Ponens, 17 
Modus Tollendo Ponens, 17 
Modus Tollens, 17 
Momento angular, 441 
Mozart, Wolfgang Amadeus, 4 


Não ennmerabilidade 
dos números reais, 55 
dos números transcendentes, 57 
Negação de sentenças quantificadas, 15 
Newton, Isaac, 162 
Norma, 247 
de uma partição, 155 
Normas equivalentes, 251 
Núcleo de quadrado integrável, 477 
Número 
e, 112 
irracionalidade de, 112 
algébrico, 56 
cardinal, 51, 58 
cardinal do contínuo, 58 
cardinal dos conjuntos enumeráveis, 58 
complexo, 87 
conjugado, 88 
composto, 22 


ÍnDICE REMISSIVO 


501 


de Liouville, 56 

interessante, 29 

irracional, 20 

primo, 22 

racional, 20 

real, 73 

transcendente, 56 

transfinito, 58 
Números primos gêmeos, 4 
Números reais estendidos, 452 


Observável, 373 
Operador, 333 
adjunto, 361 
alcance de um, 333 
antilinear, 390 
antiunitário, 396 
autoadjunto, 373 
com base ortonormal de autovetores, 407 
contínuo, 334 
de aniquilação, 395 
de criação, 395 
de Fouricr-Plancherel, 370 
de inversão temporal, 447 
de momento linear, 337, 358, 376, 380 
densamente definido, 359 
de posição, 338, 357, 373, 380 
de projeção ortogonal, 414 
de Schrôdinger, 429 
de translação, 362, 367, 368, 401 
domínio de um, 333 
essencialmente autoadjunto, 385 
extensão de um, 334 
extensão limitada de um, 339 
fechado, 362 
fechável, 363 
hamiltoniano 
da partícula livre em Rê, 427, 428 
da partícula livre unidimensional, 
412 
do átomo de hidrogênio, 432 
do oscilador harmônico, 409 
hermitiano, 357 
idempotente, 414 
imagem de um, 333 


inverso, 340 
isométrico, 366 
limitado, 334 
linear, 333 
norma de um, 335, 336 
núcleo de um, 346, 378 
nulidade de um, 346, 378 
positivo, 396, 406 
relativamente limitado, 430 
resolvente, 399 
simétrico, 357 
extensões autoadjuntas de um, 386, 
389 
transformação unitária de um, 383 
unitário, 366 
valor regular de um, 399 
Operador de contração, 478 
Operadores unitariamente equivalentes, 
383 
Oresme, Nicole, 110 
Ortonormalização de Gram-Schmidt, 320 


Pacote de ondas, 428 
Paradoxo de Banach-Tarski, 66 
Paradoxo de Berry, 63 
Paradoxo de Burali-Forti, 61 
Paradoxo de Epimênides, 63 
Paradoxo de Galileu, 52 
Paradoxo de Russell, 62 
Par ordenado, 41 
Partição, 155 

refinamento de uma, 158 
Partícula numa caixa, 437 
Peano, Giuseppe, 27, 156 
Perturbações de operadores autoadjuntos, 

429 

Petitio principii, 12 
Pitágoras, 21 
Polinômio de Taylor, 168 
Ponto 

de acumulação, 127, 215 

de máximo, 142 

de mínimo, 142 

fixo, 150, 478 
Ponto de máximo global, 147 


502 


Convrre À Física MATEMÁTICA 


Ponto de máximo local, 147 
Ponto de mínimo global, 147 
Ponto de mínimo local, 147 
Ponto-limite, 213 
Predicado, 4 
Premissa, 6 

consistente, 13 

inconsistente, 13 
Princípio 

da boa ordenação, 29 

da indução, 27 

da limitação uniforme, 348 

de Humpty Dumpty, 18 

do terceiro excluído, 4 
Princípio da incerteza, 425 
Probabilidade, 422, 423 
Produto cartesiano, 41 

de espaços métricos, 232 
Produto interno ou escalar, 311 
Produto temporalmente ordenado, 308 
Projetor, 414 
Proposição, 4 
Prova 

construtiva, 57 

direta, 18 

existencial, 57 

por contraposição, 20 

por redução ao absurdo, 21 


Quantificador 
existencial, 14 
universal, 13 


Recíproca, 10 
Redução do pacote de ondas, 426 
Reductio ad absurdum, 18 
Refinamento 
comum de duas partições, 158 
de uma partição, 158 
Reflexo 
de uma distribuição, 301 
de uma função, 301 
Regra de Leibnitz, 277 
Regras de inferência, 17 
Regras de superseleção, 423 
Relação, 42 


de Parseval, 324 
reflcxiva, 42 
simétrica, 42 
transitiva, 42 


Relação de equivalência, 42 
Resolução da identidade, 415 
Reta real, 214 

Riesz, Frigyes, 417 
Robinson, Abraham, 141 
Russell, Bertrand, 62, 66 


Schródinger, Erwin Rudolf Joseph 


Alexander, 328 


Schwartz, Laurent, 257 
Sentença lógica, 4 
Sequência, 93 


convergente, 94 

crescente, 99 

de Cauchy, 105, 241 

decrescente, 99 

de Dirac, 281 

de distribuições, 280 

de funções, 177 
uniformemente convergente, 180 

de Weyl, 409 

divergente, 94 

fundamental, 241 

limitada, 95 

limitada inferiormente, 95 

limitada superiormente, 95 

monótona, 99 


Série, 108 


absolutamente convergente, 113 
alternada, 119 
condicionalmente convergente, 113 
convergente, 109 
de distribuições, 280 
de funções, 187 
pontualmente convergente, 187 
uniformemente convergente, 187 
de Neumann, 195, 352 
de potências, 190 
de Taylor, 168 
de termos positivos, 111 
divergente, 109 


INDICE REMISSIVO 


503 


geométrica, 109 
harmônica, 110 

lentidão da divergência da, 110, 118 
infinita, 108 
majorante, 111 
numérica, 108 
rearranjo de uma, 121 
sequência das reduzidas de uma, 108 
sequência das somas parciais de uma, 108 
soma de uma, 109 
telescópica, 126 
termo geral de uma, 108 


trigonométrica, 284 
Sherlock Holmes, 21 
Simetrização do produto de operadores 

não comutativos, 444 

Sistema 

ortogonal de vetores, 319 

ortonormal de vetores, 319 
Sistema ortonormal completo, 322 
Sistema ortonormal maximal, 326 
Sistema ortonormal total, 326 
Solução elementar, 272 
Soma 

de Riemann, 156 

inferior, 157 

superior, 157 
Soma de Lebesgue, 450 
Spivak, Michael, 178 
Stone, Marshall Harvey, 417 
Subconjunto, 36 

próprio, 36 
Subseguência, 103 
Suporte, 258 
Supremo, 79 

axioma do, 80 


Tabela-verdade, 5 
Tales de Mileto, 21 
Tarski, Alfred, 3 
Tautologia, 8 
“Teorema 
da aplicação aberta, 354 
da Boa Ordenação, 65 
da convergência dominada, 464 


da convergência monótona, 463 
da representação de Riesz, 346 
de aproximação de Weicrstrass, 208, 237 
de Banach-Steinhaus, 348 
de Bolzano-Weierstrass, 103 
de Darboux, 146 
de Fubini, 470 
de Hellinger-Tocplitz, 358 
de Kato-Rellich, 430 
de Parseval-Plancherel, 300 
de Pitágoras, 314 
de Riemann sobre o rearranjo de séries, 
122 
de Riesz-Fischer, 472 
de Schróder-Bernstein, 59 
de Weierstrass, 135 
do confronto, 102 
do ponto fixo, 478 
generalizado, 481 
do sanduíche, 102 
do valor intermediário, 136 
do valor médio, 144 
generalizado para integrais, 165 
para funções de várias variáveis, 271, 


274 
do valor médio generalizado de Cauchy, 
153 
espectral, 416 
fundamental do Cálculo 
primeiro, 162 
segundo, 163 


Teoria de Zermelo-Fraenkel, 67 
“Tertium non datus, 4 
Teste 
da comparação, 111 
da integral ou de Maclaurin, 116 
da raiz ou de Cauchy, 115 
da razão ou de d'Alembert, 114 
de Leibnitz, 119 
M de Weicrstrass, 188 
Topologia, 213 
discreta, 214 
gerada, 217 
indiscreta, trivial ou caótica, 214 
mais fina ou mais forte, 217 


504 


Convrre À Física MATEMÁTICA 


mais grossa ou mais fraca, 217 
métrica, 231 
padrão na reta real, 214 
Transformação, 49 
Transformação unitária, 327 
Transformada de Cayley, 396 
Transformada de Fourier 
conjugada 
de distribuição temperada, 295 
de função, 288 
da função gaussiana, 204 
de distribuição temperada, 295 
de função, 287 
em Rº, 303 
Translata de uma distribuição, 296 


União, 37 
Universo do discurso, 14 


Valor absoluto, 78, 88 


Título 

Produção 

Projeto gráfico e composição 
Capa 

Formato 


Tipologia 


Valor esperado de uma grandeza física, 425 
Valor médio de uma grandeza física, 425 
Valor regular de um operador, 399 
Valor-verdade, 5 
Variável livre, 4 
Variedade linear, 311, 343 

fechada, 343 

distância a uma, 344 

Verdade lógica, 8 
Vetores ortogonais, 312 
Vetores paralelos, 312 
Vizinhança, 134, 215 

aberta, 215 
Volterra, Vito, 156, 164, 197 
von Neumann, John, 314, 417 


Weierstrass, Karl Theodor Wilhelm, 93 


Zermelo, Ernst, 58, 65 


Convite à Física Matemática 
José Roberto Marinho 

Casa Editorial Maluhy & Co. 
Antonio Manuel Alves Morais 
16x23cm 

Caslon 


Este livro, dirigido a estudantes de graduação e pós-graduação 
em Física, tem um duplo propósito: servir de introdução ao modo 
matemático de pensar e de iniciação à física matemática. Com isto 
em mente, as duas primeiras partes consistem numa introdução à 
lógica seguida de uma apresentação matematicamente rigorosa 
dos principais resultados do cálculo de funções de uma variável. 
A terceira parte é uma exposição das bases da análise funcional, 
com ênfase na teoria de operadores em espaços de Hilbert e apli- 
cações à mecânica quântica. 


wwyw.livrariadafisica.com.br 


EDITORIAL 


